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Hoofdstuk I. Configuraties

1. Sterke grafen

Wij beschouwen gewone grafen van eindige orde v, niet gericht, met
enkelvoudige verbindingen en zonder lussen.

Zij x een punt van een graaf. Noem n (x) het aantal punten dat met
X is verbonden en n (x) het aantal punten dat nlet met X is verbonden.
Dan is nl(x) + nz(x) = v - 1. Een graaf heet reguller wanneer n, (x) en
nz(x) onafhankelijk zijn van x.

Laat x en y twee verschillende punten zijn van een graaf, verbonden
(h = 1) dan wel niet verbonden (h = 2). Noem pgj(x,y) het aantal punten
dat met x en met y (i = j = 1), dat wel met x en niet met y (i =1, j = 2),
dat niet met x en wel met y (i = 2, j = 1), dat niet met x en niet met y

(i = j = 2) is verbonden:

&O C!g\C)O

: 2
P2 Piq Paq Poo P12 Piq Poq Pan

Een graaf heet sterk wanneer hij niet leeg en niet volledig is en
wanneer
1 2 2
P 2(x,y) + p21(x,y) en plz(x,y) + pzl(x,y)

onafhankelijk zijn van x en y. Een graaf heet sterk regulier wanneer hij

sterk en regulier is. In een sterk reguliere graaf zijn de getallen

pij(x,y), voor alle h,i,j = 1, 2, onafhankelijk van x en y.



Het eerste en het vierde van de volgende voorbeelden betreft een

sterke graaf die niet regulier is. De overige voorbeelden betreffen

sterk reguliere grafen.

Vb. 1
Vb. 2
Vb. 3

De icosaéder graaf, met

1 1
Py, (x,¥) + py, (x,¥) = 2,

|
[\

2 2
plz(X,y) + p21(x,y)

De graaf L2(2) met
(pij) = (g é),

@) =G Q-

De Petersen graaf, met
® ) =G D,

(p?j) = (; g).

Vb. 4 De volledige paargraaf K(g,8), o + B = Vv, o > O, B > O is de

graaf waarvan de verzameling der punten bestaat uit twee niet lege

disjuncte delen van ordes 0 en B, elk zonder verbindingen, terwijl

elk p

aar punten die tot verschillende delen behoren is verbonden.

K(a,B) is een sterke graaf met

maar

1 1 2 2
P (X,¥) + by (x,y) = v - 2, piy(x,¥) + Py (x,y) =0,

is slechts regulier als a = B,



Vb. 5 12(4), de lattice graaf van de orde
4, is de hiernaast weergegeven
graaf, waarin elk punt x verbonden

is met alle punten die met x op de-

zelfde horizontale of verticale

~ lijn liggen; er geldt
1 2 3 2 2 4
(pij) = (g 6),(pij) =G Q-
Vb. 6 T(8), de triangulaire graaf van

de orde 8, is de hiernaast weer-
gegeven graaf, waarin elk punt x
verbonden is met alle punten

die met x op eenzelfde 1lijn liggen;

er geldt

1 6 2
Py = (g 39 @3 =G -

A

Vb. 7 L3(3). Verbind in L2(3) de door eenzelfde letter aangeduide pun-

ten in

2 2, _
o) iy =«

Opmerking. De configuratie van Desargues, waarbij twee punten verbonden
heten als zij op een rechte 1lijn liggen, is het complement van de Peter-
sen graaf. De configuratie van Pappus is dezelfde als de in vb. 7 ge-

noemde L3(3).

Stelling 1.1. Voor een sterke graaf, die niet is K(2,B8) of het complement

daarvan, zijn de getallen
1 1 2 2
P16 Y) + Py (x,y)  en pr(x,y) + Py, (x,¥)

beide even.



Bewijs. Zij h = 1 of h = 2. Als voor de punten X en y een graaf
p?z(x,y) + pgl(x,y) even (oneven) is, dan hebben nl(x) en nl(y) dezelfde
(verschillende) pariteit. Zou nu voor een sterke graaf plz(x,y) +

1 2 2
+ p21(x,y) even en plz(x,y) + pzl(x,y) oneven zijn, dan zou nl(x) =

nl(y) (mod 2) voor elk verbonden, en nl(x) Z nl(y) (mod 2) voor elk
niet verbonden paar x,y. Dus zou uit het verbonden zijn van x,y en
van y,z volgen dat x en z niet verbonden zijn. Eveneens zou uit het
niet verbonden zijn van x,y en van y,z volgen dat x en z niet verbon-
den zijn. De graaf zou dan K(o,B) zijn, die is uitgesloten. De veron-
derstelling dat piz(x,y) + pgl(x,y) oneven en pf2(x,y) + pgl(x,y) even
is leidt tot het complement van K(a,B). Daar de getallen niet beide

oneven kunnen zijn is de stelling bewezen.

2. Verbindingsmatrices

Een graaf wordt beschreven door de verzameling V van zijn punten

en de symmetrische matrix A van de orde v met de elementen

A(x,y) = -1 als x €V en y €V verbonden,

i}

1 als x€V en y €V niet verbonden,

= 0 als x =y€V.

De matrix A heet de verbindingsmatrix van de graaf {V,A}.

Voor een graaf {V,A} wordt de operatie complementatie aan x €V

als volgt gedefinieerd: schrap de bestaande verbindingen van x en voeg
toe de niet bestaande verbindingen van x. Het effect van complementa-
tie aan x op de verbindingsmatrix is, dat de met x corresponderende rij
en kolom met -1 worden vermenigvuldigd. Complementatie aan de diverse
punten van een gegeven verzameling V genereert een equivalentierelatie

op de verzameling van alle grafen op V.

Vb. 1 Er zijn drie klassen van grafen op 4 punten, gerepresenteerd

door de volgende grafen



Vb. 2 Er zijn zeven klassen van grafen op 5 punten, gerepresenteerd

door de volgende grafen

Probleem. Geef, voor alle v, een overzicht van de equivalentieklassen,

onder complementatie, van alle v-grafen.

Voor tabellen voor n = 2, ..., 7, zie [?3].

Wij karakteriseren regulariteit en sterkheid van een graaf in termen
van de verbindingsmatrix A van de graaf. De eenheidsmatrix van de orde v

wordt aangeduid door I, de matrix van de orde v waarvan alle elementen

1 zijn door J.



Stelling 2.1. Een graaf {V,A} is regulier dan en slechts dan als er een
getal Po bestaat zodat AJ = poJ »

Bewijs. Een punt x van een graaf is verbonden met n, andere en niet ver-

bonden met n2 andere punten dan en slechts dan als de met het punt cor-

responderende rij van de verbindingsmatrix de som po heeft, met

Do = n2 - nl, n1 + nz = v - 1., Hieruit volgt de bewering.

Stelling 2.2. Een graaf {V,A} is sterk dan en slechts dan als er getal-

len p, en p_ bestaan zodat geldt
1

2
A - 011)(A - DZI) =(v-14+ plpz)J}

Bewijs. Zij {V,A} niet leeg en niet volledig. Wij berekenen het element
met indices x,y van de matrix (A - oy DA ~-»p I), gebruikmakend van de
bovengedefinieerde getallen pi . (%, y) voor de punten x en'y van de graaf,
waarvoor A(x,y) = -1) , h =1, 2. Het gevraagde matrix element is het

inproduct van de rijen

-0y (-1) Stec mec - 4ot 4ot van A-opT,
h
(-1) - o, Tttt 44 mee = 4eod van A -op,l,
h h h h
(1 s 1, Py s Pyy Pyy s Pgy stuks),

en is gelijk aan

h h h h h
(=17, +py) + Py +Pyy " Py = Pyy =

h h . !
=v - 1 - (-1) (p1 + pz) - 2p12 Zp21 1.
‘s . h h . .
Zij nu {V,A} sterk, dus zij Py + Pyy onafhankelijk van x en y, voor

h =1, 2. Neem p1 en pz zo, dat

1 2 2 1 1 2 2
= - - -1-0p = >
1 2 T Pig * Py TPy TPy T 17 PPy =pip Py + PRIyt Py Py 7R,



Dan is het boven berekende inproduct onafhankelijk van h, x, y en

gelijk aan v - 1 + p.pP

1P Omgekeerd, zij

A - pll)(A - 021) =(v-1+ olpz)J

voor zekere getallen ol en 0 Dan volgt uit

2"

h h h
v-1 (-1) (pl + pz) 2p 5 ~ 2Py 1=v-14+ 0102

voor h = 1, 2 en voor alle x en y, dat
2(P1 + Pl ) = (p, - 1)(1 - p,) en 2(p2 + p2>) = (P, + 1)(-1 - P.)
12 21 1 2 12 21 1 2

onafhankelijk zijn van x en y, dus dat de graaf sterk is.

3. Eigenwaarden

Er is in de afgelopen jaren nogal wat aandacht besteed aan de
vraag in hoeverre een graaf, of een equivalentieklasse van grafen,
eenduidig wordt bepaald door het spectrum van zijn verbindingsmatrix
([1], [9], [18], [19], [20], [21], [33], [34], [37]). De meer algeme-
ne vraag, welke eigenschappen van grafen worden gekarakteriseerd
door het spectrum van de verbindingsmatrix, schijnt een belang te

hebben dat zich niet beperkt tot de grafentheorie.

Vb. 1 Kac [22] stelde de vraag 'can one hear the shape of a drum" .
Zij Q een gebied in R , begrensd door I'. Indien alle eigenwaarden van

het probleem

U+ AU =0 inQ, U=0 op T

N

bekend zijn, is dan de vorm van @ te bepalen? Fisher [13] discretiseer-
de het probleem en gaf de relatie met de grafentheorie. De door hem ge-
stelde vraag, of speciale deelgrafen van een driehoeksweefsel worden
bepaald door de eigenwaarden van hun verbindingsmatrix, is inmiddéls
door Baker [1] in ontkennende zin beantwoord, onder andere door het vol-
gende tegenvoorbeeld van twee verschillende grafen met dezelfde eigen-

waarden.
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Wij onderzoeken het spectrum van de verbindingsmatrix van sterke en

van sterk reguliere grafen. Uit stelling 2.1 volgt

Stelling 3.1. Een reguliere graaf met AJ = pOJ heeft eigenwaarde OO bij de

eigenvector j = (1, 1, ..., 1).

Stelling 3.2. Het spectrum van een sterke graaf {V,A} met (A - DII)(A - 021) =

= 0 bestaat uit pl en p Deze eigenwaarden zijn, indien

9°
{V,A} niet is K(a,B) of diens complement, oneven geheel of

tegengesteld reéel. Zij voldoen aan

V= l4pp, =0, vip, +P,) + (1 - u)(py - py) =0,
waarin y, de multipliciteit van p; is, i =1, 2.

Bewijs. Het bewijs van de eerste bewering is triviaal. De gestelde betrek-

kingen voor p1 en p_, volgen uit

2

2 2
My tHy =, tr A = Hpy + HoPy = 0, tr A" = HiPy + Hyp, = v(v - 1).

1 .
Voor By SHy =3V geldt Py =Py = V v - 1. Voor My # H, is pg Pys

en dus py en pz, rationaal. Daar som en product geheel zijn, zijn pl en
p2 geheel en wel oneven op grond van stelling 1.1 en de betrekkingen

2(p12 + p;l) = (Dl -1@ - 02), 2(pf2 + pgl) = (p1 + 1)(-1 - 02)'
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Stelling 3.3. Een sterke graaf {V,A} met (A - pll)(A - p2I) =
=(v-1+ plpz)J # 0 is sterk regulier. Zijn spectrum

bestaat uit 01, p_, en een derde getal DO dat multiplici-

2

teit 1 heeft. De getallen ol, p, resp. P, zijn tegenge-

2 0
stelde redlen resp. nul, of oneven gehelen resp. geheel.

Zij voldoen aan

o, - ol)(oo -p

0 =v(v -1 +0102),

)

20, + (v - 1)(91 + 92) + My - uz)(o‘1 - 02) = 0,

waarin W, de multipliciteit van P, is, i =1, 2.

Bewijs. Wegens v - 1 + plpz # 0 is J lineaire combinatie van Az, A, I.
Deze vier matrices zijn dus simultaan diagonaliseerbaar. J heeft eigen-
waarden v en O met multipliciteiten 1 en v - 1. De vector a, 1, ..., 1
is eigenvector van J bij eigenwaarde v, dus eigenvector van A, zeg bij

eigenwaarde P Hieruit volgt AJ = OOJ met DO geheel en

0
1-v < DO < v - 1. De gestelde betrekkingen volgen uit
2 2 2 2
1+ ul + u2 =v, tr A = po + ulpl + uzpz =0, tr A" = DO + ulpl + uzpz =
= v(v - 1).
Voor W, =, volgt P, = 0, py == 0, = V v. Voor By # Hy zijn o, en p,

rationaal, dus geheel en oneven.

Op grond van deze stellingen onderscheiden wij drie (deels overlap-

pende) typen van sterke grafen {V,A}:
I. Sterke grafen met (A - pll)(A - DZI) =0; Pys P, oneven geheel.

1I. Sterk reguliere grafen met (A - 011)(A - DZI) =(v-1+ plpz)J £ 0;
Dl, 92 oneven geheel, po geheel.

II1. Sterke grafen met A2 = (v - 1)I.

Opmerking. De in stelling 3.3 genoemde sterk reguliere graaf {V,A} met

Do =0, 01 = - 02 = \/v correspondeert met de sterke graaf van orde
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v + 1 en verbindingsmatrix

2
B = ; , met B = vI.

4., Gelijkhoekige rechten

Vb. 1 De vier lichaamsdiagonalen van een kubus maken twee aan twee de

1
hoek arccos 3
Vb. 2 De zes antipodenverbinders van een icosa&der maken twee aan twee

de hoek arccos 1/\/ 5.

Een stelsel rechten heet gelijkhoekig wanneer elk paar rechten uit
het stelsel dezelfde hoek maakt.

Probleem. Welke gelijkhoekige stelsels van n rechten bevat de r-dimen-
sionale euklidische Rr? Bij gegeven r, wat is het maximum

n(r) van n?
Stelling 4.1. n(2) = 3, n(3) = n(4) = 6, n(5) = 10, n(6) = 16, n(7) > 28,

Wij leggen het verband met sterke grafen, construeren enkele maxi-

male stelsels en verwijzen voor het bewijs verder naar [23].

Een stelsel van n rechten in Rr’ gedragen door de eenheidsvectoren

Bys - Bn’ is gelijkhoekig als

|(p;:p)| = cos ¢ = constant, i # j, i,j=1, ..., n.

De Gram matrix van de vectoren,

P = ((p;p)) = / TS |
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heeft orde n en is semidefiniet van rang r, met andere woorden, heeft

kleinste eigenwaarde O met multipliciteit n - r. Dan heeft

0
) |
A= co: ¢ ®-1D = { o
i +1
\ OI
kleinste eigenwaarde p2 = - 1/cos ¢ met multipliciteit n - r. De matrix

A kan worden geinterpreteerd als de verbindingsmatrix van een graaf. El-
ke rechte wordt gedragen door twee elkaar tegengestelde eenheidsvectoren.
Verandering in de keuze van de dragende vector van een rechte komt neer
op complementatie ten opzichte van het met de rechte corresponderende
punt van de graaf. Omgekeerd kunnen wij aan een graaf, met behulp van

de kleinste eigenwaarde van zijn verbindingsmatrix, een niet triviaal

stelsel van gelijkhoekige rechten toevoegen. Wij concluderen [23]:

Stelling 4.2. Er is een eeneenduidig verband tussen de niet triviale
stelsels gelijkhoekige rechten en de equivalentieklassen

van grafen.

Maximale stelsels van gelijkhoekige rechten corresponderen met symme-
trische matrices A, met diagonaalelementen O en overige elementen + 1,
waarvan de kleinste eigenwaarde»een zo groot mogelijke multipliciteit
heeft. De in verband met stelling 4.1 gevonden maximale stelsels in
Rr’ r < 8, corresponderen alle met sterke grafen. Voor r > 8 is weinig

bekend.

Vb. 3 n(3) = n(4) = 6. Een maximaal stelsel wordt gevormd door de 6
diagonalen van de icosa&der. Dit stelsel correspondeert met de in §1,
Vb. 1 genoemde graaf. Zijn verbindingsmatrix A voldoet aan A2 = 51

—
en heeft eigenwaarden V 5 en - V5, in overeenstemming met Vb. 2.

Vb. 4 n(7) > 28. De eindpunten van de eenheidsvectoren in R8 liggen

in het hypervlak
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en vormen de 8 hoekpunten van een regelmatig simplex @,_. Verschuif dit

7

hypervlak evenwijdig naar de oorsprong dan ligt a7 in
+ =
x1 x2 + + x8 0
De 28 middens Ph i h<i, h,i =1, ..., 8, van de ribben a7 hebben,
’
op een gemene factor na, de codrdinaten
P = (3,3,-1,-1,-1,-1,-1,-1), etc.

1,2

Verbind O met alle P i dan is een gelijkhoekig stelsel rechten verkre-

gen met hoek arccos 3 De bijbehorende graaf is het complement van de

in §1, Vb. 6 genoemde graaf.

Vb. 5 n(6) = 16. De 16 punten P van Vb. 4, die voldoen aan x, = x

. ’
vormen, indien verbonden met O, Zé; gelijkhoekig stelsel van 16 1echtzn
in R,6 met hoek arccos %. Deze rechten zijn ook voor te stellen door
(1,1,1,1,1,1) en de 15 permutaties van (1,1,1,1,-1,-1). De bijbehorende
graaf is equivalent met het complement van de in §1, Vb. 5 genoemde

graaf.

Vb. 6 n(5) = 10. De 10 punten Ph ; van Vb. 4 die voldoen aan x = x2 =
2

= xs, vormen, indien verbonden met O, een gelijkhoekig stelsel van 10
rechten in RS met hoek arccos %. De bijbehorende graaf is de Petersen

graaf van §1, Vb. 3.

5. Latijnse vierkanten en netten

Een latijns vierkant van orde n is een vierkante matrix van orde

n, waarvan elke rij en elke kolom een permutatie is van n symbolen

{1, 2, ..., n}. Twee latijnse vierkanten van orde n zijn orthogonaal,
2

als hun superpositie elk der n geordende paren (i,j), i,j E{l, 2, ...

.y n}, precies eenmaal bevat.
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/
vb. 1 /12 3\ v 2 3\ ‘11 22 33\
/ ‘ \
(2 3 1 en|3 1 2 orthogonaal \23 31 12
v3 1 2, \2 3 1/ veeens \32 13 21/

Vb. 2 Twee aan twee orthogonaal is het drietal

\ / \ / \

12 3 4 1 2 3 4: /1 2 3 4}
; \ ', 1 i
2 1 4 3| |3 4 1 bra 3 2 1)
’ ’ i
s 4 1 2/ [ a 3 2 | tz 1 4 3
V4 3 2 1, \2 1 4 3, \3 4 1 2,
\ :
2 3 4\
Echter P2 3 4 1 \ bezit geen orthogonale collega.
ts 4 1 !
/
V4 1 2 3,

Een transversaal van een latijns vierkant van orde n is een verzame-
ling van n elementen van de matrix, geen twee in dezelfde rij of kolom,

die alle symbolen 1, 2, ..., n bevat.

Vermoeden (Ryser): Elk latijns vierkant van oneven orde bezit een trans-

versaal.

Stelling 5.1. Bij elke eindige groep van oneven orde n kan een paar or-
thogonale latijnse vierkanten van de orde n worden gecon-

strueerd.

Bewijs. Zij G een groep van de orde n = 1 (mod 2). De matrices

_1 )
(ai aj) en (aj ai); 8y, eeey B €G; i,j=1, ..., n,

zijn latijnse vierkanten van de orde n. Inderdaad, in elk der beide
matrices komt elk groepselement in elke rij en in elke kolom eenmaal

voor, terwijl uit
-1 -1
(aiaj, aj ai) = (akal, a, ak)

volgt dat a? = a2 en dus, omdat n + 1 even is, dat a, = a

k k*
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Stelling 5.2. Er bestaan ten hoogste n - 1 twee aan twee orthogonale
latijnse vierkanten van de orde n > 3.

Bewijs. Stel Al’ A2,

se vierkanten van de orde n. Arrangeer de symbolen van elk der latijnse

.y At vormen t twee aan twee orthogonale latijn-

vierkanten zo, dat de eerste rij van elke Ai bestaat uit de symbolen
1, 2, ..., n in deze volgorde. De (2,1)-plaatsen van de t latijnse
vierkanten zijn alle verschillend en bevatten niet het symbool 1.
Dus t < n - 1.

Een stelsel van n - 1 twee aan twee orthogonale latijnse vierkanten

van de orde n heet een volledig stelsel (dit is een affien vlak van

orde n).

Stelling 5.3. Er bestaat een volledig stelsel van twee aan twee ortho-

gonale latijnse vierkanten van de orde n = pk 3_3,

p priem.
Bewijs. Zij GF(pk) een Galois lichaam met elementen a4y = o, al =1,
Ogs wees an-l' Definieer Ae = (ae a; + aj), i,j=0,1, ..., n-1,
e=1, ..., n-1.
De Ae zijn latijnse vierkanten wegens
= = = = a =
ae a, + aj a, oy + aj' aj aj,, ae ai + aj ae ai, + aj = i
Voor 1 < e < f < n-1 zijn Ae en Af orthogonaal wegens
+ = + + = = =
Oy Oy aj Og G4t aj., Qe G4 aj Gp @4 + aj, = oy ai,, aj
ki
Stelling 5.4. Er bestaan tenminste min (pi - 1) twee aan twee orthogo-
i k1 k
nale latijnse vierkanten van de orde n = p1 e pss,

pi priem.

Stelling §.5. Er bestaat tenminste een paar orthogonale latijnse vier- .

kanten van de orde n = 2 (mod 4), n > 6.

Voor de bewijzen van deze stellingen zie [31] en [17].
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Stelling 5.5, van Bose, Shrikhande en Parker (1959) weerlegt een be-
roemd vermoeden van Euler (1782), dat voor n = 6 werd bewezen door

Tarry (1900).

Wij leggen het verband met sterk reguliere grafen. Een n-kliek

in een graaf is een volledige deelgraaf op n punten. Een parallelklasse

van een graaf op n2 punten is een stelsel van n stuks n-klieks zodat
elk der nZ punten tot één n-kliek behoort. Twee parallelklassen van een
graaf op n2 punten heten orthogonaal als elke kliek uit de ene klasse
met elke kliek uit de andere klasse precies één punt gemeen heeft.

2
Een latijns vierkant van de orde n is een graaf op n punten waarvan

de verbindingen drie parallelklassen vormen die twee aan twee ortho-
gonaal zijn. Een net (n,k), dat zijn k - 2 orthogonale latijnse vier-
kanten van de orde n, is een graaf op n2 punten waarvan de verbindingen
k twee aan twee orthogonale parallelklassen vormen.

Naast het aantal k der parallelklassen van een net (n,k) wordt in-
gevoerd het getal d = n + 1 -k, de deficiency, het aantal parallel-
klassen dat ontbreekt opdat het net een volledig stelsel zou zijn.

Een net (n,k) is een sterk reguliere graaf met n, = k(n - 1),
d(n - 1), piz = (k - 1)d =(d - 1)k, v= n2, p. = (d-k)(n-1),
=2k -1, p_, =1 - 24d.

1 2
Het complement van een net is ook sterk regulier met

1}

2
n ’ p12

2 0

2

v=mn, p,= (k - dd(n - 1), Py = 2d - 1, p_ =1 - 2k.

2

Het complement van een net is echter slechts dan een net als het oor-
spronkeli jke net uitbreidbaar is tot een volledig stelsel. Omtrent de
existentie van netten zijn slechts zeer partiéle resultaten bekend

(zie Bruck [7).

6. Klieken en klauwen

Wij geven enige schattingen betreffende de maximale lengte van
klieken en klauwen in sterke grafen. Een p-kliek is een volledige graaf

K(p). Een g-klauw is een volledige paargraaf K(q,1), van de orde q + 1.
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Stelling 6.1. Nodig voor het bestaan van een p-kliek in een sterke

graaf is (p - 1 + 01)(p -1+ p2) <p(v-1+p ).

1P2
Bewijs. Wij schrijven de definiérende vergelijking van de sterke graaf

(A - pll)(A - 021) =(v-1+ plpz)J

door geschikte arrangering der punten als volgt

.'(1-01)1 -J ) R (1-p )1 - J D J g\
1 ‘ i \ . !\
| b © o= (v-1+p_p_.) |

‘, T Py T | 12 A '
. D E-o,I D E—DZI/ L J )

waarin D de afmeting p X (v - p) heeft. Dan volgt

DD' = - (1 -p ) - P )I* (v-p+ (L-p ) - 0,03

Omdat deze matrix niet-negatieve eigenwaarden heeft, geldt

- - - - - - >
(1 Dl)(l 02) +pv-p+ @ Dl)(l pz)) > 0.
Hieruit volgt de gestelde voorwaarde voor p.

Stelling 6.2. Nodig voor het bestaan van een gq-klauw in een sterke graaf

< - -
is 4q __(91 3)(3 02) + 12.

Bewijs. Arrangeer de punten van de sterke graaf {V,A} zo, dat de eerste

q + 1 rijen van A er als volgt uitzien:

o - - e o - e + *° 4 + °° 4 - .
- 0 + *° 4+ + *°° 4+ - e o + °° 4 - o

-i 3 J-1 D E F G
met afmetingen

1 _ +1 1 1
q+l, P21: p22' pll .

1 Pio

y 1, q-1,

Toepassing van de definiérende vergelijking van {V,A} op de blokrij

met de eerste en met de tweede kolom levert
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J-J-@@-1- DII)J - DJ+EJ+FJ-GJ

- 0
Py (v 1+ ,loz)J,

J - sz + (J-1- pll)J + DJ - EJ + FJ - GJ

(v - 1+ olpz)J.
Hieruit volgt

(q-1-p -02)J=-DJ+EJ

1
en dus, gezien de afmetingen van D en E,
1 1
- - - < -
4= 1-P) Py SPp " a+ 1 4Py,
waarbij het gelijkteken slechts optreedt als D= - J en E = J. Hieruit
volgt de gestelde voorwaarde voor (.
Stelling 6.3. Nodig voor het bestaan van een klauw ter lengte
1
3 +73 (Dl - 3)(@3 - 02) in een sterk reguliere graaf is

|20 + 0.0, = 30, - 3o, + 3| <2(v-1+0.0)).

o "1l2 1 T2

Bewijs. Wij refereren aan het bewijs van stelling 6.2, volgens hetwelk
een maximale klauw slechts optreedt als D= - J, E = J. Uit beschouwing
van twee punten van het blok, dus niet verbonden, volgt
1 2 1 2
- < - <
Ppp ¥ 472 Py OB Py T AF 2Py,
waaruit na substitutie het gestelde.

Stelling 6.4. Een sterk reguliere graaf met pl = 3, pO # 3 bezit geen

3-klauwen.
Bewijs. Toepassing van de stellingen 6.2 en 6.3 voor 01 = 3 levert q < 3
voor de klauwlengte q. Voor q = 3 is nodig dat

o~ 3l 2v-1+30

o
Met

(oo - 3)(00 - 92) =v(v -1+ 3p2)
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volgt hieruit, wegens py # 3, dat

-3 <o -0 | -1+ 30,

le 0o P2 2

0

waaruit Dz = -1, Maar

- - - -y < <y -
(Oo 3)(90 +1) =v(v-4) en 1 -v P S v -1

en n, = 1. Een 3-klauw bestaat dus niet.

hebben ten gevolge dat v = 3 - DO 2

Stelling 6.5. Elke sterke graaf {V,A} met
(A -31)(A - p2I) =0

is equivalent met een graaf die 3-klauwen bezit.

Bewijs. Complementeer zo, dat de verbindingsmatrix wordt

Deze matrix voldoet aan de definiérende vergelijking. Hieruit volgt dat

B, van de orde v - 1, voldoet aan

(B-3I)(B—p21)=—J, BJ=(3+02)J,v—1+302=0.

Zij V' de verzameling V behalve het eerste punt. {V',B} is sterk regulier
met

0 =1.

pl =3, p! =9 2

=3+ 05 0 2 = Par Pyy

vi=v-1,0p 9

In {V',B} behoort dus bij elk paar niet verbonden punten een punt dat

met geen van beide is verbonden. Hieruit volgt de bewering.

7. Lijngrafen

In het volgende zal het soms voorkeur verdienen om een graaf G te
beschrijven door zijn (1,0) verbindingsmatrix A(G), gedefinieerd door
K(x,y) =1 als x en y verbonden, = O overigens. De relatie tot de

(-1,1,0) verbindingsmatrix A(G) is

A=J-1-2A.
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Tussen de eigenwaarden Xi van A(G) en py ven A(G) bestaat de relatie
Py = 1- 2Ai, met één uitzondering P =V~ 1 - 2X0. De kleinste
eizenwaarde van A(G) wordt volgens Hoffman [20] aangeduid door A (@),
terwijl wij defini&ren P(G) = - 1 - 2)(Q).

De incidentiematrix van een graaf G is een v X e matrix, waar v

het aantal punten en e het aantal verbindingen in G is. De (1,0)

incidentiematrix X van G wordt gedefinieerd door zijn elementen 1

als punt en verbinding incident zijn, 0 als niet incident. Ook voor

de incidentiematrix bestaat een (-1,1) versie, namelijk K = J - 2K.
Het verband tussen de verbindingsmatrix A en de incidentiematrix

K van een graaf wordt gegeven door
KX =N+A4,
waarin N de diagonaalmatrix is die de diagonaalelementen nl(x) heeft.
Zij G een graaf. Zijn lijngraaf I' is de graaf waarvan de punten
zijn de verbindingen van G, terwijl twee punten van I' verbonden zijn

dan en slechts dan als de corresponderende verbindingen van G een

gemeenschappelijk punt hebben.
Stelling 7.1. Lijngrafen bezitten geen 3-klauw.

Stelling 7.2. Wanneer G meer verbindingen dan punten bezit, dan geldt

A(T) = -2 en p(T) = 3 voor de lijngraaf T van G.

Bewijs. zij T de lijngraaf van G. Als K de incidentiematrix van G is,

dan is

K'K = 21 + A(T).

Als G meer verbindingen dan punten bezit, heeft K K temminste één
eigenwaarde 0, terwijl de overige eigenwaarden > O zijn. Hieruit volgt

de bewering.

Vb. 1 H(n), n > 3, is de graaf, die uit de volledige graaf op 2n punten
wordt verkregen door een l-factor weg te laten. H(n) is sterk regulier

met
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v=2n, p,=3-2n, =3, p,=-1,

0 1

H(n) is de enige sterke graaf met deze parameters. H(n) is geen 1lijn-

graaf,

Vb. 2 Lz(n), n > 1, de lattice graaf, is de lijngraaf van K(n,n).
L2(n) is sterk regulier met

2

v=n |, =(n-1)(n - 3) , =3, =3 - 2n.

o °1 Pa
Voor n # 2, 4 is Lz(n) de enige sterke graaf met deze parameters. Voor
n = 2 voldoet ook de 3-klauw. Voor n = 4 voldoet er nog één sterk
reguliere graaf, namelijk het complement van het net (4,3) dat corres-
pondeert met een niet uitbreidbaar latijns vierkant. Deze pseudo

lattice graaf bezit 3-klauwen. (Shrikhande [37]).

Vb. 3 T(n), n > 3, de triangulaire graaf, is de lijngraaf van de vol-

ledige graaf op n punten. T(n) is sterk regulier met

n(n - 1) =%(n-2)(n-7),pl=3,0=7-2n.

)po 2

<
1]
N

Voor n # 5, n # 8 is T(n) de enige sterke graaf met deze parameters.
Voor n = 5 zijn er geen, voor n = 8 zijn er nog drie sterk reguliere
grafen met deze parameters. Elk van deze pseudo triangulaire grafen

bezit 3-klauwen. (Hoffman [19], Chang [8]).

Vb. 4 De Petersen graaf heeft als punten de 10 ongeordende paren uit

5 symbolen. Twee paren zijn verbonden dan en slechts dan als ze geen
symbool gemeen hebben. De Petersen graaf, die het complement is van de

Desargues graaf T(5), is sterk reguliér met

v =10 , 01 = pO =3, P, == 3.
Vb. 5 De Clebsch graaf defini&éren wij op twee manieren. Hij is het
complement van de graaf die bestaat uit een 5-klauw en een Petersen
graaf, wier verbindingen door inclusie worden beschreven als de 5
eindpunten van de 5-klauw worden beschouwd als symbolen van de Peter-

sen graaf. De Clebsch graaf wordt verkregen uit de hyperkubus Yg door



23

identificatie van antipodale punten, waarbij punten verbonden worden
wanneer zij in 2 of 3 codrdinaten verschillen. Volgens deze laatste
definitie houdt de graaf verband met de 16 rechten van het vierde-
graads oppervlak van Clebsch; vandaar de naam (Coxeter [10]). De

Clebsch graaf is sterk regulier met

v =16 , p1 =3, p, =p,="39,

heeft geen 3-klauwen, maar is geen lijngraaf.

Vb. 6 De Schlﬁfli;graaf is de graaf waarvan de punten zijn de 27

rechten van een algemeen derdegraads oppervlak, waarbij punten ver-

bonden worden wanneer de corresponderende rechten kruisen. De Schlidfli
graaf wordt uit T(8) verkregen door complementatie ten opzichte van de
12 punten die verbonden zijn met één hoekpunt, dat daarna wordt wegge-

laten. De Schldfli graaf is sterk regulier met

v =27 , Dl =3, OZ =-9, p,.=-6,

heeft geen 3-klauwen, maar is geen lijngraaf.

Stelling 7.3. De enige sterk reguliere grafen met p., = 3 zijn H(n),

1
de lattice grafen, de triangulaire grafen, de pseudo
lattice graaf, de pseudo triangulaire grafen, en de

grafen van Petersen, Clebsch en Schlédfli.

Stelling 7.4. Sterke grafen met (A - 3I)(A - 921) = 0 bestaan slechts

voor p2 =-1, -3, -5, -9, en zijn equivalent met

respectievelijk Lé(z), T(5), L2(4), T(8).
Voor het bewijs van deze stellingen zie [33], [34]. Hiermee is de vraag
beantwoord welke sterke grafen lijngraaf zijn. Blijft de meer algemene
Vraag: Welke grafen zijn 1ijngraaf?
Gedeeltelijke antwoorden worden gegeven door de volgende stellingen.

Stelling 7.5. (van Rooy en Wilf [30]). Een graaf is een lijngraaf, wan-

neer hij geen 3-klauw bezit en geen deelgrafen
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Stelling 7.6. (Hoffman en Ray Chaudhuri). Een reguliere graaf G # H(n),
met A(G) = -2 en n, > 16, is een lijngraaf.

Het bewijs van stelling 7.6 is nog niet gepubliceerd.

8. Paley matrices

Wij onderzoeken symmetrische en scheve matrices C van orde v,

met diagonaalelementen O en andere elementen +1 of -1, die voldoen aan

cct = (v - DI.

Zulke matrices duiden wij aan met de naam C-matrices. In het symmetri-
sche geval komt dit neer op het onderzoek van sterke grafen {V,A} met
A2 = (v - 1)I. Het scheve geval kan worden geinterpreteerd als het
onderzoek van een speciale klasse van tournaments (volledige asymme-
trische gerichte grafen).

Bij een gegeven C-matrix kan steeds, door geschikte complementatie,

worden gevonden een C-matrix met eerste rij (0 + + . . . +). Zo'n

C-matrix heet genormaliseerd.

Stelling 8.1. Nodige voorwaarde voor het bestaan van een symmetrische
(resp. scheve) C-matrix van de orde v is v = 2 (mod 4),
(resp. v=2o0of v = 0 (mod 4)).

Bewijs. Voor v = 2 bestaat een symmetrische en een scheve C-matrix.
Voor v = 3 niet. Stel voor v > 3 bestaat een C-matrix. Normaliseer
en permuteer rijen en kolommen zo dat de drie eerste rijen van C er

als volgt uitzien:
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0 + + + c° + + e + + °°° + + *°° +
+ + oo 4 4 eee 4 - eee - - eee o

0 4+ oo - 000 - 4 e 4 - 0o e o

T
Noem de aantallen kolommen 3, x, y, Z, w dan volgt uit CC° = (v - 1)I

in het symmetrische, resp. het scheve geval

l+x+y+z+w=v-2 resp. 1+x+y+z+w=v-2

1 +y-z-w=20 1+x+y-z-w=0
l1+x-y+z-w=0 -1+x-y+z-w=0

1 x-y-z2z+w=0 , l+x~-~y-z+w=0 ,

4(x+1) = 4y = 4z = 4w = v —- 2, 4(x+1) = 4(y+1) = 4z = 4(w+l) = v.

Hieruit volgt de bewering.

Van de nu in te voeren matrices heten K4, L4, M4 op grond van hun

eigenschappen, de guaternion matrices van de orde 4:

, A ,/0100\ /o o 1 o)\
0 1Y /
o _f[-1 0o o o [ o o 1
Py = » Ky = | » Ly ’
-1 o0 0 0—1} -1 0o o
0o 1 o0, \0 -1 0 o0/
‘0 0 0 1\
\
M4=;-o o -1 0 |
"o 1 0
’I
\-1 0 0

PP" = I, KK =LL =MM =1I, KL=M, IM =K, MK = L.

Voor symmetrische C-matrices is er een tweede nodige voorwaarde,

nameli jk

v-1= a2 + b2 , a en b geheel.

Deze voorwaarde, die bijvoorbeeld v = 22 uitsluit, is een gevolg van de

volgende stelling [23], [2]:
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Stelling 8.2. Een nodige voorwaarde voor het bestaan van een vierkante
rationale matrix Q van de orde q = 2 (mod 4) die voldoet

T
aan Q Q = nI, n geheel, is dat n de som is van twee kwa-

draten van gehelen.
Bewijs. Volgens Lagrange geldt voor elke natuurlijke n

n=n2+n2+n2+n2

1 9 3 4 nl’ n2, na, n4 geheel.

Vorm de vierkante matrix van orde 4

N= n114 + n2K4 + naL4 + n4M4,

dan geldt NTN = nI4. Laat nu Q, q, n zijn zoals aangegeven in de stelling,
en q > 4. Schrijf

met A vierkant van de orde 4 (wij mogen A - N niet-singulier veronder-

stellen). Dan geldt

\

J-aa -+ ) ‘Na-m B
= Vo

QR=k

>

ca-m1B+D ) \ Q

voor vierkante Q*'= D-cCc@A - N)_lB van de orde q - 4. Uit

@ T @R = RTQTQR

2T 3¢ . 3¢
volgt dat Q 'Q = nI . De matrix Q@ voldoet aan de eisen van de stel-

q-4
ling voor q - 4 in plaats van q. Na iteratie komen zij tot een matrix
van de orde 2, die voldoet aan de eisen van de stelling. Hieruit volgt
dat n de som is van twee kwadraten van rationale getallen. Daar n geheel

is concluderen wij dat n de som is van twee kwadraten van gehelen.

Na deze nonexistentiestellingen, de enige die bekend zijn, zullen
enige C-matrices worden geconstrueerd. Daarbij wordt gebruik gemaakt

k
van een Galois lichaam GF(q) van de orde q = p , p priem, p # 2. Het
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Legendre symbool x over GF(q) wordt gedefinieerd door

x(0) =0, x() =1 of -1,

naar gelang o # O een kwadraat in GF(q) is of niet.

Er geldt x(-1) = 1 resp. -1 naar gelang q = 1 resp. -1 (mod 4).

Stelling 8.3. ) x(a)x(a + B) = -1, B €GF(q), B # O.

o &GF(q)
Bewijs. X(0)x(0 + B) = O. Definieer Yy, voor o £ 0, door a + B = ay.
Als o doorloopt GF(q) \{0}, dan doorloopt y juist GF(q) \{1}. Daarom
geldt

J x(@x(a + 8) = § x(@xy) =] x(x) - x(1) =0-1=-1.
o a Y

Beschouw de vectorruimte R2 van dimensie 2 over GF(q). Beschouw
q + 1 vectoren X xl, ey xq waarvan geen tweetal afhankelijk is,
dus die elk opspannen &&n der q + 1 eendimensionale deelruimten van
R2 (88n der q + 1 projectieve punten van de projectieve rechte PG(1,q)).
Zij voorts det een determinant over R,, dat is een alternerende biline-

aire vorm over RZ'

De Paley matrix van q + 1 twee aan twee onafhankelijke vectoren

. xq €R_ is de matrix

X0r *1° 2

C = G detleyxy))y 5o0,1,2,...00"

De lijnmatrix van q op een niet door de oorsprong gaande rechte
gelegen vectoren yl, ey yq € R2 is de matrix
S = (x det(y.,y.)), | .
X Yi:Y57%1,5=1,2,...,q
De operaties op vierkante matrices:

(1) vermenigvuldiging met -1 van een rij en van de corresponderende kolom,

(2) verwisseling van twee rijen en van de corresponderende kolommen,

genereren een relatie, genaamd equivalentie. De operatie (2) alleen gene-

reert ook een relatie, genaamd permutatie-equivalentie.




28

Stelling 8.4. Bij elke projectieve rechte PG(1,q) behoort een klasse
van equivalente Paley matrices van orde q + 1. Deze
Paley matrices zijn C-matrices, symmetrisch als

q +1= 2 (mod 4) en scheef als q + 1 = 0 (mod 4).

Bewijs. De operatie (1), resp. (2), op een Paley matrix komt overeen
met vermenigvuldiging van de corresponderende vector met een nietkwa-
draat, resp. met verwisseling van de twee corresponderende vectoren.
Daarom zijn alle Paley matrices van de orde q + 1 equivalent. De eigen-
schap CCT = qlI bewijzen wij voor de Paley matrix van de vectoren x

en y 4-aix, waarin x en y onafhankelijk en ai doorloopt GF(q).

/ o ST

C = x det(x,y)

L ax(-1 a.-a, Lo
\JX( ) x( 1 J) i,j=1,2,...,q

Met de uit stelling 8.3 voor h # i volgende formule
g x(@, —adx( -a.) +1=0 en g X, -—a,) =0
j=1 i J h J j=1 i J

T
zien wij dat inderdaad CC™ = qI.

Stelling 8.5. Alle lijnmatrices S van de orde q zijn permutatie-equivalent.

Zij voldoen aan

ssT =qr-4J, s3=Js=o.

Zij zijn permutatie-equivalent met een matrix van de vorm

/ \
/ T T
[ ° ! B
[ gy (-1) A B

i
-3x(-1)  x(-1BT -A

’

1
waarin A en B circulanten zijn van de orde 2 (q - 1).

Bewijs. De lijnmatrix van de vectoren y + a.x, ..., y + aqx, oy € GF(q),

1
is
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S = det(x o, - 0.)). .
X (x,y) (x (o J))1,J=1,2,...,q’
welke permutatie-equivalent is met (x(ai - aj)). De relaties voor S

volgen uit

\

. (/ o 5T\ LO X1

ql = CC = )
 JX(-1) S ) st

De standaardvorm wordt verkregen door de vectoren te arrangeren volgens

q-2

-1 3
4 ,Y*‘Xn,,Y"‘xn,---,Y"'xn )

2 4
y, y+x%n , ¥y +xn, ceey ¥y + Xn
waarin n een primitief element van GF(q) is.

Voorbeeld. Modulo q = 7 zijn 1, 2, 4 kwadraatrest en 3, 5, 6 niet kwa-

draatrest. De volgende matrix is een scheve C-matrix van de orde 8

0 + + + + o+ + +
- + + - + - -
/ - - 0 + + - + -
Cs - - - - 0 + o+ - +
- + - - 0 + + -
- - + - - 0 +
- + - + - - 0
- + + - + - -

9. Hadamard matrices

Het Kronecker product A X B van de vierkante matrices A van orde m

en B van orde n is de matrix van orde mn gedefinieerd door

allB ... a, B

.

AXB= .

a B ...a B
m mm
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Eigenschappen: voor scalaire o, 8, vy, § geldt
(@A + BB) x (YC + 8D) = oyA x C + 06A x D + ByB x C + B§B x D,
(A x B)(C x D) = (AC) x (BD),
ax BT =aTx 8T,
(Ax B)y x C=Ax (Bx C).

In deze pafagraaf beperken wij ons tot symmetrische, resp. scheve,

C-matrices van de orde v van de vorm

.
met teken +, resp. -. Dan voldoet Sy-1 aan

ssT = (v-11-J,80=3d5=0, s = +s.

Omgekeerd bepaalt zo'n Sv-l weer Cv. Wij noemen twee op deze wijze bij

elkaar behorende matrices een paar Sv—l’ Cv.
Stelling 9.1. Wanneer er een paar Sn, Cn+1 bestaat, dan bestaat er een
paar symmetrische S _, C .
2 2
n n +1

Bewijs. Zij
T=8S xS +1 xJ -J x1
n n n n n n

2
T heeft orde n en voldoet wegens de eigenschappen van het Kronecker

product aan TT =T,
T(J xJ) =8J x SJ + IJ x JJ - JJ x 1J = 0,

TTT = SST X SST +nI xJ+nd xI+8x8J+8SxJS~-8Jx8=-JS x8 -

2 2
2d x J=n1x1 dxJd=nl 2~ J 2"
n n

Daarom voldoen T en de met (0 + ... + ) gerande T.
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Stelling 9.2. Wanneer Cv een scheve C-matrix is, dan is

cC -1 -C
v v v /

\

een scheve C-matrix.

Bewijs.
\ \
/¢ c +1 [ T el -1
v v v v v v
T { i
C C = =
2v 2v ‘ T
vCc -1 -C C +1 -C /
v 7 v v v
l2c et + 1 0
) vV v
= \ . = (2v - 1)12v.
\ 0 2c C + 1
v Vv v

Voorbeeld. Er bestaat een C-matrix van de orde 226. Immers, uit C8
van het voorbeeld in §8 kan met stelling 9.2 een scheve C16 worden
geconstrueerd. Uit de bijbehorende 815 maken wij volgens stelling

9.1 een S en een C Dit voorbeeld toont aan, dat er C-matrices

225 226°
bestaan die niet Paley matrix zijn.

Stelling 9.3. Wanneer q = pk +1 = 0 (mod 4), p priem en wanneer er
een scheve C-matrix van de orde n bestaat, dan bestaat

er een scheve C-matrix van de orde gn.

Bewijs. Zij q = pk + 1 =0 (mod 4), p priem. Nummer de elementen van
GF(q) zodat oy = 0, dq_i == 0, i=1, ..., q-1. Zij de bijbehorende
genormaliseerde Paley matrix
\
o 4 [O o1
C = . Zij U =
q J q-1

-3 S,y | 1 OJ

de antidiagonaalmatrix van de orde q - 1. Dan is US symmetrisch wegens
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(o .

: i
- O/

Zij voorts Cn een scheve C-matrix van de orde n. Dan is

USs - = - = (X(, - @
@y =) = (@ -e)) = (-89,

' /
/—1 0\ /=1 0\
K =C x1I + X C + ) cC X
qn q n n q n
0 U (0] U
q \ /q
een scheve C-matrix van de orde qn. Inderdaad, KT = - K volgt uit

/

/-1 o \ /-1 o\ /o jT\ /o -5t

C:.' = |
| % | |- | '
o u/ 0 U/\—j s / \-3 us
terwijl KKT = (gqn - 1)I volgt uit het feit dat Cq en Cn scheve C-matrices
zijn.
Stelling 9.4. Er bestaat een scheve C-matrix van de orde
r k. ki
v=2" T (p,'+1), pt +1 =0 (mod 4),
=1 i i

P, priem, t, r, ki nietnegatief geheel.
Bewijs. Combineer de stellingen 8.4, 9.2, 9.3.

Een Hadamard matrix Hv is een vierkante matrix van de orde v met

T
elementen + 1, die voldoet aan HVHV = vIv

Stelling 9.5. Nodige voorwaarde voor het bestaan van een Hadamard matrix

van de orde v is v=1, v=2 of v = 0 (mod 4).
Bewijs. Zoals dat van stelling 8.1.

Stelling 9.6. Er bestaat een Hadamard matrix van de orde v die wordt
genoemd in stelling 9.4.

Bewijs. Wanneer Cv een scheve C-matrix is, dan is HV = Cv + Iv een

Hadamard matrix.
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Stelling 9.7. Wanneer er Hadamard matrices bestaan van de orde m en
van de orde n, dan bestaat er een Hadamard matrix van

de orde mn.

Bewijs. Als Hm en Hn Hadamard matrices zijn, dan is Hm X Hn een Hadamard

matrix van de orde mn.

Stelling 9.8. Wanneer er een Hadamard matrix van de orde m > 1 en een
symmetrische C-matrix van de orde n bestaat, dan bestaat
er een Hadamard matrix van de orde mn.

0 1)
Bewijs. Zij H , m > 1, Hadamard matrix, zij P_ = x I en zij
m m -1 0 im
Cn een symmetrische C-matrix. Dan is

H =H XC +PH xX1I
mn m n m m n

een Hadamard matrix van de orde mn.

Opmerking. Reeds Sylvester construeerde Hadamard matrices van de orde zt.
Paley [26] gebruikte C-matrices voor de constructie van Hn, v = Z(pk + 1),
p priem, pk = 1 (mod 4). Williamson [40] vond o.a. de in stelling 9.3,

9.4, 9.6, 9.8 genoemde constructies. Het vermoeden, dat voor alle

[

v 0 (mod 4) Hadamard matrices van de orde v bestaan, werd voor

v < 156 bevestigd en is niet weersproken. Voor de stand van zaken wat
betreft de existentie, zie [17] en [15]. Over het aantal Hadamard matri-
ces van gegeven orde is minder bekend [17]. De matrices danken hun naam

aan de ongelijkheid van Hadamard:

Wanneer de elementen mij van een vierkante matrix M van orde v voldoen
aan -1 5-mij 5_1, dan geldt det M :_V%V, met gelijkheid dan en slechts

dan als M een Hadamard matrix is.

In meetkundige formulering komt het probleem van de constructie van Hada-

mard matrices op de volgende vraag neer:

Kan men uit de 2v-1 hoekpunten van een hyperkubus Yv—l er v kiezen,

die de hoekpunten zijn van een regelmatig simplex av-l?
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10. Toepassingen

10.1. Conferentie telefonie

De v directeuren van een bedrijf wensen de gelegenheid te hebben
om conferentie per telefoon te houden en wel zo dat ieder met ieder
kan spreken en dat de andéren het gesprokene kunnen beluisteren. Hoe
dient het communicatienetwerk te worden geconstrueerd?

Beschouw een lineaire v-poort, dat is een netwerk met v klemmen-

paren (poorten). Tussen de kleﬁspanningen V. en de klemstromen Ii’

i
i=1,2, ..., v, bestaan v lineaire afhankelijkheden. Evenzo zijn er
v lineaire afhankelijkheden tussen de grootheden

V., - R, I, V., + R, I,
i i'i i i'i
b, = en a

Py P

(Ri zijn de zogenaamde normeringsweerstanden), die worden uitgedrukt

door
b = Sa,
met behulp van de v X v verstrooiingsmatrix S. Voor de elementen sij
van S geldt
2
=P,/
lsijl pi Pj,max ’
waarin P, het in R, omgezette arbeidsvermogen en P het maximale
i i : Jj,max

door een bron in poort j leverbare arbeidsvermogen. Het totale door de

n-poort opgenomen arbeidsvermogen is

v v

o] (o]
Re vV, I = (a,a
izl i"i izl ii

- 1,80 = 271 - s%T)a.

Voor een passief netwerk is I - SCTS > 0. Voor een verliesvrij netwerk
is I - SCTS = 0. Voor een reciprook netwerk is S symmetrisch: ST = S.
Voor een frequentie-onafhankelijk netwerk is S reéel: Sc = S. Wanneer
bij voeding aan poort j alle overige poorten zoveel mogelijk arbeids-
vermogen leveren en wel uniform verdeeld over de v - 1 overige poorten,

dan moet
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| =a/v -1, 1#3;.

Wanneer aan al deze eisen is voldaan, dan voldoet C =\/'v - 1S aan

$44 = 0, Is

ij
alle voorwaarden die wij voor symmetrische C-matrices hebben gesteld.
Belevitch [2] bewees dat omgekeerd bij een gegeven symmetrische
C-matrix een netwerk kan worden geconstrueerd dat voldoet aan alle
bovengenoemde eisen. Hij voerde dit uit voor v = 2, 6, 10, 14, 18, 26
en vermoedde reeds in 1950 de in stelling 8.2 genoemde nodige voor-
waarde, waaraan v = 22 niet voldoen. Het bewijs van stelling 8.2 is
in wezen van hem afkomstig, evenals de in stelling 9.1 genoemde con-

structie.

10.2. Weegschema's

Stel wij moeten v objecten wegen in v wegingen met een chemische
balans. De strategie van het wegen wordt beschreven door een matrix A

die wordt gedefinieerd door zijn elementen

1, als het je object bij de ie weging op de linkerschaal ligt,

a,. =

1]

aij = -1, als het je object bij de ie weging op de rechterschaal ligt,
a;; =0, als het 3% object bij de i weging niet meedoet.

Neem aan dat geéist wordt dat
(1) de varianties van de geschatte gewichten gelijk zijn,
(2) de geschatte gewichten gelijk gecorreleerd zijn.

De vraag is welke weegstrategie de beste is, onder een geschikte defi-
nitie van "best", bijvoorbeeld de minimaliteit van de gemiddelde varian-
tie.

Hotelling bewees dat voor v = 0 (mod 4) een Hadamard matrix het
beste weegschema geeft. Raghavarao bewees dat voor v = 2 (mod 4) een
C-matrix het beste weegschema geeft. Hij bewees voor het eerst de in
stelling 8.2 genoemde nodige voorwaarde, met Hasse-Minkowski methoden.

Voor literatuur, zie [29] en de daarin gegeven references.
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11. Block designs

V is een eindige verzameling van de orde |V| = v. De delen van V

heten blokken. Een IBD, incomplete block design, is een verzameling
van, zeg b, verschillende blokken.
Een BIBD, balanced IBD, is een IBD met
(1) elk blok heeft evenveel, zeg k, elementen,
(2) elk paar van V ligt in evenveel, zeg A, blokken,
(3) 0<Aenk<v-1.
Uit de beschouwing van de v - 1 paren uit V, die_een gegeven x € V
bevatten, volgt
(4) elk element van V ligt in evenveel, zeg r, blokken,
(5) r(k - 1) =A(v -~ 1) en bk = vr.

De v X b incidentiematrix N van een BIBD wordt gedefinieerd door

1 als x, € V ligt in blok B

i 3’

niJ=

0 anders.

In termen van N luiden de voorwaarden (1), (4), (2)

JN = kJ, NJ = rJ, NNT = (r - A)I + AJ.

Daar r = A strijdig is met k< v - 1, geldt r> A en

det NN = [r+ (v-][ - A]"'l #0,.

Wegens rang NNT < rang N volgt hieruit dat v < b, de ongelijkheid van

Fisher.
Een SBIBD, symmetric BIBD, is een BIBD met b = v, d.w.z. r = k.

Voor de nu vierkante incidentiematrix N geldt

NJ = JN = kJ, NN = N'N = (k = A)I + AJ, (det M2 = k2(x - VL.

Als v even is dan moet noodzakelijk k - A een kwadraat zijn.

Vraagstuk: Zij A een symmetrische (0,1) matrix van de orde v zodat

(Ryser)
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aaT = (k- I +AJ, 0<A<k<v-1,k-»A=EK -Av.
Stel k - A is geen kwadraat van een geheel getal.

Bewijs dat A precies k enen op zijn hoofddiagonaal heeft.

In het volgende behandelen wij vier algemene constructiemethoden voor

block designs. De eerste methode, toegelicht in stellingen 11.1, 11.2,

11.3, maakt gebruik van resp. C-matrices, netten en Hadamard matrices.

Stelling 11.1. Wanneer er een C-matrix van de orde n bestaat, dan be-

staat er een BIBD met parameters

1 1
v=n, b=2n- 2, k = Zn r= n-1, X = 0" 1.

Bewijs. Neem aan dat het paar Cn’ Sn—l bestaat. Dan voldoet

5' 0 \
)

1 1
E(J-S-I) E(J-S'!-I)/

aan de definié&rende eigenschappen van een BIBD met de gevraagde para-

meters.

Stelling 11.2. Er bestaat een SBIBD met parameters

v = n2 +n+1l,k=n+1, =1, waar n = pa, p priem.

Bewijs. Volgens stelling 5.3 bestaat er een volledig stelsel latijnse
vierkanten van de orde n = pa, p priem, m.a.w. bestaat er een net(n,n+l).
Zij V de verzameling van de orde n2 + n + 1 bestaande uit de n2 punten
en de n + 1 parallelklassen van het net. Beschouw als blokken de n-
klieks en de verzameling der parallelklassen van het net. De incidentie-
matrix van dit IBD voldoet aan de definiérende eigenschappen van een

SBIBD met de gevraagde parameters.

Stelling 11.3. Wanneer er een Hadamard matrix van de orde n = 4t > 8

bestaat, dan bestaat er een SBIBD met parameters

v=4t -1, k=2t -1, A=t -1,
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Bewijs. Normaliseer de Hadamard matrix van de orde n = 4t tot

dan geldt voor R

RJ = JR = - J, RR® = 4tI - J.

1
De (0,1) matrix N = 3 (R + J) voldoet aan de definiérende eigenschap-

pen van een SBIBD met de gevraagde parameters.

Een PBIBD, partially balanced IBD met twee associatieklassen, is

een IBD waarvan de verzameling V de structuur van een sterk reguliere
graaf {V,A} heeft en waarvoor geldt
(1) elk blok heeft evenveel, zeg k, elementen,
(2) elk element van V ligt in evenveel, zeg r, blokken,
(3) elk verbonden paar van V ligt in evenveel, zeg Al’ blokken,
(4) elk niet verbonden paar van V ligt in evenveel, zeg Az,
blokken.
In termen van verbindingsmatrix A en incidentiematrix N luiden deze

voorwaarden

1 1
JN = kJ, NJ = rJ, NN = rI + 2 (Xl + Az)(J -I) + 2 (lz - ll)A.

Opmerking. Een PBIBD is, anders gezegd, een sterk reguliere graaf met
een blokstructuur die voldoet aan bovengestelde eisen. De ongelijkheid
van Fisher behoeft niet te gelden. Voor de (schaarse) voldoende voor-
waarden voor het bestaan van zulk een blokstructuur, zie [3] en [7].
Voor tabellen van BIBD, zie [14] pp. 90-93. Voor tabellen van PBIBD,

zie [6]. Voor een literatuuroverzicht, zie [16].

Tweede methode. De volgende constructies van PBIBD berusten op duali-

sering en zijn ontleend aan [38].

Stelling 11.4. Het duale IBD van een niet symmetrisch BIBD met para-
meters v, b, r, k, A = 1 is een PBIBD met parameters

b, v, k, r, A, =1, 12 = 0.

1



39

Bewijs. Elk tweetal blokken van een BIBD met A = 1 heeft één of geen

punt gemeen. Elk blok is incident met k punten. Daarom is

NTN = kI + B

T
waarin B een reguliere symmetrische (0,1) matrix is. NN heeft de
eigenwaarden r - 1 en rk met multipliciteiten v - 1 en 1. Wegens
T
b > v heeft N'N de eigenwaarden r - 1, O en rk met multipliciteiten

v-1, b~-v, 1. Schrijf

NTN=kI+%(J-I)—%A,metA:J-—I—ZB.
A is de verbindingsmatrix van een sterk reguliere graaf, omdat A een
symmetrische (0,1,-1) matrix is met diagonaal O en met drie eigenwaar-
den waarvan &én de multipliciteit 1 heeft en eigenvector (1, 1, ..., 1).
Daarom is NT de incidentiematrix van een PBIBD met de gevraagde para-
meters.

Met dezelfde methode als hierboven gebruikt kan men door dualise-

ring ook uit sommige andere BIBD nieuwe PBIBD construeren. Immers uit

NNT =rI + A(J - 1), JN=kJ, NJd = rd

volgt dat NNT eigenwaarden r - A en rk heeft met multipliciteiten v - 1

en 1. Dan heeft de symmetrische matrix met nuldiagonaal
T
N'N - kI - AZ(J - I)

de eigenwaarden r - A - k + AZ’ -k + Az, rk - k - Xz(b - 1) met multi-
pliciteiten v - 1, b - v, 1. Wanneer nu deze matrix een geheel veelvoud,
zeg Al - Az, is van een (0,1) matrix B, dan is de verlangde PBIBD ver-
kregen. Immers dan geldt voor A = J - I - 2B dat

T

= A - A - A = A A -
N'N kI + 2(J I) + ( 1 2)B kI + ( 1 + 2)(J I) +

+

NI =

(Xz - Al)A

en is A de verbindingsmatrix van een sterk reguliere graaf. In dit ver-

band is het volgende criterium soms nuttig.



40

Lemma. Een vierkante gehele matrix B is een (0,1) matrix dan en slechts

dan als tr BBT = z

bi"
i, 9

2
Bewijs. Voor gehele bij geldt bij i-bij met gelijkheid dan en slechts
dan als b, ., = 0 of 1.
1]

Voorbeeld. Het duale IBD van een BIBD met parameters

1
v=g (r - 1)(r - 2), b= % r(r -1), r, k=r -2, X =2
is een PBIBD met parameters b, v, k, r, Al =1, Az =2
T
Bewijs. B=- NN+ (r - 2)I + 2(J - I) voldoet aan de voorwaarden van

het Lemma.

Stelling 11.5. Het duale IBD van een symmetrisch PBIBD met Al = lz + 1

is een PBIBD met dezelfde parameters.

Bewijs. Daar r = k en Al - A2 = + 1, geldt voor het gegeven PBIBD

JN = NJ = rJ, NNT

rd+ 2,03 - 1 +C

met (0,1) verbindingsmatrix C van een sterk reguliere graaf.

De matrix
B=+ [NN-1J-A(J-1)]
- 2

heeft dezelfde eigenwaarden met dezelfde multipliciteiten en dezelfde
elementensom als C. Daarom is B eveneens een (0,1) matrix en is het

duale design weer een PBIBD met

IN' =NJ=rJ, NN=1J+2,(J -1 *B.

Derde methode. De derde algemene constructiemethode voor block designs

is een toepassing van eindige meetkunde, zie [11].

Een permutatiegroep ' van een eindige verzameling V heet 2-homogeen,

als bij elk tweetal paren P = {x,y} en P' = {x',y‘}, x,y,x',y' €V, een
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een permutatie Y € T bestaat zodat P' = Y(P).
Merk op dat I' zeker 2-homogeen is als ' 2-transitief is. Voorts volgt,
voor v > 3, uit de 2-homogeniteit van ' de 1-transitiviteit. Inderdaad,
om te bewijzen dat een 2-homogene I' een permutatie bevat die a €v
overvoert in b € V, beschouwen wij ¢ € V en & € I' met {a(a), a(c)} =

= {a,b}. Zou a(a) # b, dan is a(c) = b. Beschouw dan B € ' met

{8(a), B()}

wegens of(a) = a(c) = b.

{b,c}. Zou 8(a) # b, dan is B(a) = c. Dan voldoet aB

Beschouw nu een deelverzameling Bo C V met 2 j_IBO| =k v - 2.

Stelling 11.6. i‘= {y(BO)iY € I', T 2-homogeen op V} is een BIBD, waarvan
I een automorfismengroep is die transitief is op de pun-

ten en op de blokken.

Bewijs. Elk blok, element van ﬂ, bevat k elementen van V. Wegens
(a(BO) # B(BO)) = (Yd(BO) # YB(BO)) voor alle o, B, Y € T en de
2-homogeniteit ligt elk paar van V in evenveel blokken. De bloktransi-
tiviteit volgt uit de definitie; de punttransitiviteit volgt uit de

2-homogeniteit.

merking. Voor de stabilisator A van B,, gedefinieerd door
—_— 0

p= {y e r|wsy =5},

geldt |r|= |A] + |3

|F : A| van de ondergroep A in T.

. Het aantal blokken b is dus gelijk aan de index

Beschouw de vectorruimte V(n,q) van dimensie n over GF(q), q = pk,

p priem. Dan is |[V(n,q) | = q".

Stelling 11.7. Voor het aantal N(s,n,q) van de deelruimten V(s,q) in
V(n,q) geldt

s n+l-i _
N(s,n,q) = I

i=1 q1 -1
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Bewijs. Het aantal der V(s+l,q) in V(n,q), dat een gegeven V(s,q) bevat,
is

n s n-s
9 -4 q -1
s+1 s -1
-q q
Daarom geldt
n-s _ 4
N(s,s+1,q)N(s+l,n,q) = N(s,n,q) ga—:—i——-
s+1

Wegens N(s,s+1,q) = (q - 1)/(q-1) volgt het gestelde.

Stelling 11.8. De V(1,q) en de V(s,q) van een V(n,q), 1 < s < n, vormen

de punten en de blokken van een BIBD met

v

N(1,n,q), b = N(s,n,q), k = N(1,s,q), r = N(s-1,n-1,q),

A

N(s-2,n-2,q).

Dit is een SBIBD dan en slechts dan als s = n - 1.

Bewijs. Pas toe stelling 11.6 voor de groep der reguliere lineaire af-

beeldingen van V(n,q).

Wij geven nog een toepassing van stelling 11.6. Beschouw de vector-
ruimte V(2,q2) van dimensie 2 over GF(q2), q = pk, p # 2 priem. De
q2 + 1 rechten door O zijn de q2 + 1 projectieve punten op de projec-
tieve 1lijn PG(l,qz). De projectieve symplectische groep PSP(Z,qz),
die isomorf is met de projectieve speciale lineaire groep PSL(2,q2),
werkt 2-transitief op de punten van PG(l,qz). Inderdaad, de rechten
door (a,l) resp. (B,1) worden overgevoerd in de rechten door (o',l)

resp. (B',1) door de transformatie
\ /
// a! By\ ’:/’ A 0 \\ I‘/ 1 "'B \
./ ) -1
\1 1 / 0 A / -1 [0 ]

voor elke A # 0, A€ GF(qz). Echter PSP(2,q2) is niet 3-transitief om-

dat de (1,0) en (0,1) invariant latende transformatie



43

@ (

de rechte door (a,l) overvoert in de rechte door (Xza,l). Nu is GF(qz)
te beschouwen als de kwadratische uitbreiding van GF(q), het deellichaam
der kwadraten van GF(qz). Zij B, de verzameling der "rationale' rechten
door O in V(2,q2), d.w.z. de rechten met richtingsco&fficiént in GF(q).

Toepassing van stelling 11.6 geeft een BIBD met de parameters

v = q2 +1, b= q(q2 +1), r=q(q + 1), k = A=gq+ 1.

Inderdaad, k IBol =q+1lenb-= q(q2 + 1) wegens

1 2 2, 2 1
Ir| = > (@ +1)q“ @ - 1) en [A] = 2 (q + Dq(q - 1).
C iy s 1 2 .
Dat de orde van PSP(2,q) gelijk is aan 3 q(q” - 1) volgt uit
2 2 .
|GL(2,q)l = (q° - 1)(q° - q) = aantal bases in v(2,q),
>
lenz, ) /sL2,@) | = leF @ | =4q - 1.
Een derde toepassing [25] van stelling 11.6 is de volgende. Zij

v =3 (mod 4), v =1 (mod 3), v = pr, p priem.

1
7Zij Q de groep der kwadraten in GF(v)\{O}. omdat |Q| = 2 (v - 1) deel-

baar is door 3 is er een element q € Q van de orde 3. Zij voorts
r = {Y :y(x) =mx + a, m€Q, ac¢€ GF(v)} en By = {O,I,q}.

1
Dan geldt |F| == v(v -1) en |A| = 3 voor de stabilisator A van Bo.

v
2
r _ .
Inderdaad, wegens v = p = 3 (mod 4) zijn er geen permutaties Y die
één element van B0 fixeren en de beide andere elementen van B0 verwisse-
2 2
len. Voorts permuteren A(x) =qx + 1 en A" (x) = q (x - 1) de elementen

van Bo cyclisch. Toepassing van stelling 11.6 levert een BIBD met

=

v=v,Db % viv-1), k=3, r = (v-1), =1,

en wel, wegens k = 3, A = 1, een zogenaamd Steiner tripel.
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Vierde methode. Tenslotte behandelen wij een constructiemethode van

een PBIBD volgens E. Seiden [36], met behulp van ovalen in een eindig
projectief vlak.

Een eindig projectief vlak van orde n is een SBIBD met

v=">0b= n2 +n+1l, r=k=n+1, » =1,

Volgens stelling 11.2 bestaan zij voor n = pa, p priem, ook p = 2.

De zo geconstrueerde eindige projectieve vlakken laten zich codrdi-
natiseren met behulp van GF(pa) en zijn Desargues. Er bestaan, reeds
voor n = 9, ook niet-desarguese projectieve vlakken. Nodig voor het
bestaan van een eindig projectief vlak van de orde n is de voorwaarde

van Bruck en Ryser:

(n =1, 2 (mod 4)) = (n = a2 + bz, a en b geheel).

Hierdoor zijn n = 6, n = 14, n = 21, n = 22 uitgesloten. De kleinste
orden, waarvoor de existentie van een projectief vlak onbeslist is,
zijn n =10 en n = 12,

Een ovaal van de orde k is een verzameling van k punten van een eindig

projectief vlak, waarvan geen drietal collineair is. Een voorbeeld van
een ovaal van de orde n + 1 is een kegelsnede in een projectief vlak

over GF(n).

Stelling 11.9. (Segre [32]). Een ovaal van orde n + 1 in een projectief
vlak over GF(n), n = p%, p priem, p # 2, is een kegel-

snede.

Zij nu verder n even, n = 2h met h natuurlijk. Zij K een ovaal
van de orde 2h + 1. De rechten worden onderscheiden in secanten die
2 punten met K gemeen hebben, tangenten die 1 punt met K gemeen hebben,
en nietsnijders die geen punt met K gemeen hebben. Door elk punt van K

gaat één tangent. Er geldt [28]:

Stelling 11.10. De 2h + 1 tangenten van een ovaal K van de orde 2h + 1

in een projectief vlak van de orde 2h gaan door &én punt.
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Bewijs. Omdat 2h + 1 oneven is, gaat er door elk punt van elke secant
tenminste é&n tangent. Omdat er in totaal 2h + 1 tangenten zijn, gaat
er door elk punt Qan elke secant precies é&én tangent. Het snijpunt van
twee tangenten kan dus slechts door tangenten verbonden worden met de

punten van K. Hieruit volgt dat de tangenten door één punt gaan.

1

Indien er in een projectief vlak van even orde 2h een ovaal K van
de orde 2h + 1 bestaat, dan bestaat er dus ook een ovaal L van de orde
2h + 2. Deze L heeft geen tangenten. Door elk punt € L gaan 2h + 1
rechten, namelijk h + 1 secanten en h nietsnijders. In totaal zijn er
(h+1) (2h+1) secanten. Elke secant bevat 2h - 1 punten £ L. Beschouw
nu de punten van het projectieve vlak die £ L en neem de secanten als

blokken. Dan

v = 4h2 -1, b= (h+1)(2h+1), r =h + 1, k = 2h - 1.

2
Dit is een PBIBD wanneer de 4h° - 1 punten tot een graaf worden gemaakt
door puntenparen te verbinden wanneer zij op een secant liggen. Inder-

daad wordt zo een sterk reguliere graaf verkregen, immers

2 2 1 2 2 2
2, n, = 2h, Py = h, Py = h 1, dus

1
V]
=

oy

= 2, =1+ 2h, p, =1 - 2h.

o °1 2
De verbindingsmatrix A van de graaf voldoet aan
(A -1I-2hI)(A- I+ 2nI) =-J, AJ = 2J.

Na toevoeging van een geisoleerd punt wordt hieruit verkregen de matrix

B van orde 4h2 met
(B-1-2nI)(B-1I+ 2hI) =0,
dus een symmetrische Hadamard matrix B - I met constante diagonaal.

a
Opmerking. Deze constructie is slechts gerealiseerd in het geval h = 2 .
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12. Kirkman systemen

Een BIBD heet oplosbaar = resolvable wanneer hij een parallelisme

bezit. Een parallelisme van een BIBD met puntverzameling V en blokver-
zameling L is een equivalentierelatie “ op L die voldoet aan het axioma

van Euclides
V,EVVBEPECcEBmec, B oO.

Voor een oplosbaar BIBD geldt v = km en b = rm, waarin m het aantal

blokken in elke parallelklasse is.

Voorbeeld. Vijftien schoolmeisjes wandelen op elk van de 7 dagen van
de week in 5 rijen van 3. Is het mogelijk dat elk meisje met elk ander
meisje slechts eenmaal per week in dezelfde rij loopt? Deze vraag naar

een oplosbaar BIBD met
v=1l5, b=3, k=3, r=7, A =1

wordt opgelost door het volgende arrangement:

(1,2,5) (3,14,15) (4,6,12) (7,8,11) (9,10,13) ,
(1,3,9) (2,8,15) (4,11,13) (5,12,14) (6,7,10)
(1,4,15) (2,9,11) (3,10,12) (5,7,13) (6,8,14)
(1,6,11) (2,7,12) (3,8,13) (4,9,14) (5,10,15)
(1,8,10) (2,13,14) (3,4,7) (5,6,9) (11,12,15) ,
(1,7,14) (2,4,10) (3,5,11) (6,13,15) (8,9,12)
(1,12,13) (2,3,6) (4,5,8) (7,9,15) (10,11,14) .

Voorbeeld. Opdat het in stelling 11.8 genoemde BIBD der lineaire deel-
ruimten V(1,q) en V(s,q) van een V(n,q) een parallelisme bezit, is nodig
dat v deelbaar is door k, dus dat qn - 1 deelbaar is door qS - 1, dus
dat n deelbaar is door s. Het is niet bekend of deze voorwaarde ook vol-
doende is. Dit is volgens het vorige voorbeeld wel het geval als n = 4,

s =2,q=2,

Het probleem van de schoolmeisjes is een bijzonder geval van het in

1850 door Kirkman gestelde
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probleem: Voor welke m, k is het mogelijk om mk symbolen op r ver-
schillende manieren te verdelen in m blokken van elk k
symbolen zodat elk paar symbolen precies &énmaal wordt ge-

bruikt?

Een oplossing heet een Kirkman systeem.

Stelling 12.1. Een Kirkman systeem K(k,t) is een oplosbaar BIBD met
A =1,

Bewijs. Beschouwing van alle paren die een vast symbool bevatten leert

dat mk - 1 = r(k - 1). Noem

danm=t(k-1) +1, r =kt + 1 en

v=k[t(k—1)+1],b=(kt+1)[t(k-1)+1],k=k,x=1.

Opmerking. Voor t = 1 staat er

en komt het Kirkman probleem neer op het zoeken naar k - 1 orthogonale

latijnse vierkanten van de orde k.
Opmerking. K(3,2) is het schoolmeisjes probleem.

Thans volgen twee voorbeelden van constructie van oplosbare BIBD.
Het tweede voorbeeld betreft een Kirkmansysteem.

Beschouw de projectieve ruimte PG(3,q) over een Galois lichaam van
de orde q = pk, p priem. Volgens stelling 11.7 is het aantal punten

2
v=o( +1(q+1).

Er zijn drie typen van niet ontaarde kwadrieken, namelijk kegels met
2
q” + q + 1 punten, regelvlakken met (q + 1)2 punten en elliptische
2
kwadrieken, zonder rechten, met k = q + 1 punten. De verzameling der

elliptische kwadrieken is een BIBD met
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L.
v=(q® + 1)(q+ 1), b=3a"@ - D@ -0, k=q?+1,
1 4, 3 1
r=§q(q = 1)(q - 1), A =§q5(q-1)2.

Opdat deze BIBD oplosbaar is moet de verzameling der b elliptische
kwadrieken kunnen worden gesplitst in r deelverzamelingen van elk

q + 1 kwadrieken, zodat elke deelverzameling alle v punten bevat,
m.a.w. zodat elk paar kwadrieken uit elke deelverzameling disjunct
is. Het ligt voor de hand te proberen om voor de deelverzamelingen
de bundels van kwadrieken te nemen omdat die precies q + 1 stuks be-
vatten. Wanneer Q en Q' geen punt gemeen hebben, dan heeft geen paar
kwadrieken uit de bundel AQ + uQ' een punt gemeen. Als Q en Q' ellip-
tisch zijn, dan is ook elke kwadriek van de bundel elliptisch omdat
v = (q2 + 1)(q + 1). Het komt er dus op neer om twee disjuncte ellip-
tische kwadrieken te vinden. Dit is een moeilijke zaak. Voor q = 2

voldoen de kwadrieken door de punten

(t,0,0,0), (0,1,0,0), (1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,1,1,1), en

(0,0,1,0), (0,0,0,1), (1,1,0,0), (1,0,1,0), (0,1,0,1).

Ook voor q = 3 bestaat er een oplossing, zie [27] dat geen oplossingen

voor q > 3 aangeeft.

Wij construeren tenslotte een Kirkmansysteem K(k,t) met t = k - 2,

k -1 =gq, m.a.w. een oplosbaar BIBD met

2 2 2
v=1(q+1)(q -q+ 1), b = qz(q -q+1), r=q,k=q+1, A =1,
Beschouw daartoe in PG(2,q2), q= pk, p priem, de kromme

q+l + xq+1 + xq+1

1 2 3 =0

Onder de afbeelding

¢ : x € GF(qz) >y = x4 € GF(q)

gaan de punten van I over in de q + 1 punten van de rechte
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Y1 +y, tys = 0 in PG(2,q).

3 -1
De kromme I in PG(Z,qz) bevat q + 1 punten. Inderdaad, ¢ ~(1,-1,0)
-1
bevat q + 1 punten, ¢ (y%,yz,-yl,-yz) voor y; £ 0, Yy £ 0,
vyt Y, # 0 bevat (g + 1)° punten, dus I bevat er

3q+ 1) + (@ -2+ 12=d"+1.

De kromme I wordt door een rechte in PG(2,q2) in ten hoogste q + 1
punten gesneden. Inderdaad, het linkerlid is niet deelbaar door
ax. + bx_ + cx,. omdat (neem c¢c = -1) de volgende uitdrukking niet iden-

1 2 3
tiek nul is

q+1 q+1 q+l _

x; v X, ¥ (alx1 + bx2) =
_ q+l, q+l q+1l, q+1 q, .q q q
= (1 + a )x1 + (1 +Db )x2 + a bxlx2 + ab X Xy

De poollijn van een punt (al,az,as) € PG(2,q2) t.o.v. I is de rechte

q q q -
alx1 + a2x2 + a3x3 = 0.

Hierdoor is een polariteit gedefinieerd wegens

q q q _ q q q
alb1 + azb2 + a3b3 (a b + azb2 + a b3) .

De raaklijn van (al,az,a3) € I is de poollijn van (al,az,as) t.o.v. Z.
Deze raaklijn heeft geen andere snijpunten met Z. Immers, zouden de
raaklijnen in A en B dezelfde zijn, dan is A = B wegens

a = wil=a, =up,.
i i i i

Elk der q2 nontangenten door A € I snijdt I in precies q + 1 punten,
inclusief A. Inderdaad, I bevat q3 punten £ A die, met A verbonden, ten
hoogste q2 rechten opleveren, die elk met I ten hoogste q snijpunten

# A bezitten. Deze maximale aantallen worden dus bereikt.

Het aantal raaklijnen aan I is q3 + 1, het aantal nontangenten is dus
q2(q2 - q + 1), De punten van I en de nontangenten in PG(2,q2) vormen

3 2 2
een BIBDmet v=q + 1, b= q2(q -q+1), r=q ,k=q+1, A =1.
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Dit BIBD is oplosbaar, is een K(k,t) met

k=q+1, t=q-1, m = q2 - q + 1.

Om dit aan te tonen beschouwen wij een punt Q € I, zijn raaklijn p met

de q2 andere punten P ., P 2° Door elk van deze Pi gaan q + 1

q
2
raaklijnen aan I dus q - q nontangenten. Voeg daarbij de poollijn

1’

van P, dan zijn aan P, toegevoegd q2 - q + 1 nontangenten, elk q + 1

i i
punten van I bevattend en samen alle q3 + 1 punten van I bevattend.
2
Door nu i =1, 2, ..., q te nemen doen wij zulks op q2 manieren,
en zo dat elk paar punten van I, dus elke nontangent, precies &&nmaal

wordt gebruikt.

Opmerking. Door Q de q3 + 1 punten van I te laten doorlopen zien wij

dat er q3 + 1 verschillende manieren zijn om het BIBD op te lossen.

Opmerking. De eerste der hierboven aangegeven constructies is van
Primrose [27]. De tweede constructie is van Bose [4]. Onlangs hebben
Bose-Chakravarti [5] en ook Wan Zhe Xian = Wan Che Hsien, in een
serie artikelen beginnend met [39], dit soort constructies gegenera-

liseerd.

Opmerking. Actueel is de belangstelling voor algemenere systemen zoals
orthogonal arrays (zie [35]) en parti&le meetkunden (zie [3]). Voor een
overzicht van eindige meetkunden zie [12]. Voor andere toepassingen

van eindige meetkunden en hun groepen zie [24] en [32].
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Hoofdstuk II. Coding Theory

1. Inleiding

In dit hoofdstuk zijn we geinteresseerd in vergroting van de nauw-
keurigheid bij transport van informatie over diverse kanalen. Men denke
bijvoorbeeld aan een gesprek over een telefoonlijn, communicatie met
rekenmachines, opdrachten voor apparatuur in satellieten, informatie
afkomstig van magneetbanden, etc.

Er zijn 2 mogelijke manieren van aanpak. De eerste is technisch,
nl. verbetering van de apparatuur waardoor de kans op fouten geringer
wordt. Dit is vaak duur en helpt niets voor bepaalde soorten fouten
zoals vergissingen. Een andere manier is "coding" het onderwerp van dit
hoofdstuk. Een idee van het principe krijgen we door aan een telefoon-
gesprek te denken. De uitgezonden informatie komt gestoord aan (ruis
(= noise) op de lijn etc.). Toch kan men in het algemeen wel verstaan
wat gezegd is. De oorzaak hiervan is wat in informatie-theorie
"redundancy' wordt genoemd, d.i. de overbodige informatie die door het
kanaal loopt. Een goed verstaander heeft maar een half woord nodig!

We kunnen het anders zeggen: als een woord niet al te verminkt aan-
komt, kan de ontvanger met grote kans op succes raden wat in werkeli jk-
heid is uitgezonden. Moeilijkheden bij het verstaan treden op bij
woorden die op elkaar lijken. In een goede "taal" moet men dit dus ver-
mijden. Het probleem in coding theory is bij een gegeven aantal moge-
1i jke mededelingen een code te bedenken die aan elk van deze een signaal
toevoegt en een decodeermethode (+ apparatuur) die fouten in de ont-
vangen berichten ontdekt en verbetert en daarna de code terugvertaalt.
We zijn voornamelijk geinteresseerd in kanalen waarbij verzoek om her-
haling niet mogelijk is (= one-way channels) hetgeen bij telefoonge-
sprekken wel kan. We onderscheiden "error-correcting codes” en "error-
detecting codes'. Ook moeten we nog onderscheid maken tussen inciden-
tele toevallige fouten waarbij de kans op veel fouten vlak bij elkaar

dus klein is en ophogingen van fouten zoals dat bijvoorbeeld voorkomt
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bij blikseminslag tijdens een telefoongesprek. Fouten in magneetbanden
komen ook in series voor. Men spreekt in dat geval van 'burst-errors’.

Laten we ons eerst beperken tot zgn. binaire kanalen. In dat ge-

val zijn 2 signalen mogelijk die we door O en 1 representeren. We
spreken van een binair symmetrisch kanaal als voor elk der signalen
de kans p is dat het andere signaal ontvangen wordt. Een ander veel
be studeerd voorbeeld is het zogenaamde "binary erasure channel"
waarbij voor elk der signalen de kans p is dat géén signaal ontvangen
wordt terwijl de kans 1 - p is dat het goede signaal ontvangen wordt.
Een eerste voorbeeld van een code is het volgende. Stel dat er
4 mogelijke mededelingen via het kanaal verzonden moeten worden. In
principe zijn de series signalen 00, 01, 10 en 11 hiervoor voldoende
maar dan mogen geen fouten gemaakt worden. We kunnen nu echter de
volgende 4 series signalen kiezen: 11000, 00110, 10011 en 01101.
We noemen dit woorden. De ontvanger heeft een woordenboek waar alle
codewoorden instaan met voor elk woord een lijst van ontvangen woor-
den die vertaald moeten worden in dat codewoord. Deze vertaling be-
rust, als we niet met burst errors te maken hebben, op het principe
dat de kans op veel fouten kleiner is dan de kans op weinig fouten

(maximum likelihood decoding). Wordt dus 11001 ontvangen dan neemt

men aan dat het woord 11000 is uitgezonden. Als het woord 01010 ont-
vangen wordt gaan we na op hoeveel plaatsen het van codewoorden ver-
schilt. Dit aantal noemt men de afstand van de woorden (= Hamming
distance; merk op dat alle woorden van gegeven lengte met deze af-
standsfunctie een metrische ruimte vormen). Nu blijkt dat 01010 af-
stand 2 heeft tot de eerste twee codewoorden, afstand 3 tot de laat-
ste 2. Hier moeten we een keuze maken hoe we decoderen. In dit voor-
beeld worden alle ontvangen woorden die ten hoogste &&n fout bevatten

goed vertaald. We spreken van een single error-correcting code. Als

een code zo geconstrueerd is dat elk tweetal codewoorden afstand
> 4 heeft, dan kan men woorden met &&n fout goed decoderen en tevens
van woorden met twee fouten vaststellen dat er meer dan &&n fout is

gemaakt. We spreken van een double error-detecting code.
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We merken op dat het gegeven voorbeeld behoort tot de codes die
block codes heten, dat zijn codes waarin alle woorden n-tupels van
signalen zijn. Het is duidelijk dat een goede code uit lange woorden
zal bestaan. Dit betekent dat het werken met een woordenboek ondoen-
1lijk is. Het probleem dat we moeten oplossen is het construeren van
codes die zb6 veel regelmaat vertonen dat het decoderen systematisch
kan gebeuren. Men moet daarbij in gedachten houden dat een practische

realisatie geconstrueerd moet kunnen worden.

2. De stelling van Shannon (speciaal geval)

We geven nu een idee van de grote mogelijkheden van coding door
een voorbeeld (van D. Slepian [4]). We hebben een binair symmetrisch
kanaal ter beschikking met kans p dat een symbool verkeerd wordt ont-
vangen en kans q = 1 - p dat het goed aankomt. Via dit kanaal willen
we de resultaten overbrengen van een experiment waarbij met constante
snelheid met een munt kruis of munt wordt geworpen. Stel dat we over
het kanaal met twee keer zo grote snelheid symbolen kunnen overbrengen.
Als we niet aan deze snelheden gebonden waren zouden we voor een over-
brenging met willekeurig grote nauwkeurigheid kunnen zorgen en wel als
volgt. Bij de worp kruis zenden we N keer een 1 over het kanaal, bij
munt N keer een O. De ontvanger vertaalt een serie van N signalen in
kruis als meer dan de helft van de signalen 1 is. Neem nu als voor-

beeld p = 0,001. De kans dat de ontvanger verkeerd decodeert is dan

Nfz (i)qkpN-k < 0,0
k=0
en deze kans heeft limiet O voor N »+ .

Nu we aan de gegeven snelheden gebonden zijn is de zaak veel las-
tiger. Ieder symbool 2 keer zenden heeft geen zin! De fundamentele
stelling van Shannon uit de informatie-theorie zegt dat ondanks deze
beperking toch willekeurig grote nauwkeurigheid is te bereiken. Een

eerste idee over de methode krijgen we door aan ieder paar worpen een

signaal van 4 symbolen te verbinden op de volgende manier:
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munt - munt - 0000
kruis - munt - 1001
munt - kruis - 0111

kruis - kruis - 1110.

Als een ander woord ontvangen wordt nemen we aan dat op é&n van de eerste
drie plaatsen een fout is gemaakt. De kans op verkeerd overkomen van het
resultaat van twee worpen is nu ongeveer 0,001 terwijl bij gewoon zen-
den deze kans 0,002 is. Nog groter nauwkeurigheid bereiken we door aan
iedere serie van 3 worpen een signaal van 6 symbolen toe te voegen enz.
We geven nu het bewijs (van E.N. Gilbert) van de stelling van
Shannon voor dit speciale voorbeeld. We stellen het probleem eerst pre-

cies:
a) Er is een ¢ > O gegeven.

b) We willen aan iedere serie van s worpen een signaal van n = 2s sym-
bolen toevoegen zd dat bij het zenden van elk van deze signalen
en goed gekozen decodeer voorschrift de kans op verkeerd decoderen

< g is,

We construeren de signalen en het decodeervoorschrift zd dat deze
kans inderdaad < € is. De constructie levert k van die signalen. We
moeten dan aantonen dat voor grote n geldt: k > Zén = 25. Als met n

symbolen, bij zekere code, k verschillende mededelingen kunnen worden

gezonden over het kanaal noemt men ElﬁE_E de transmissiesnelheid. Dit
is een maat voor de hoeveelheid informatie per symbool. In ons voor-
beeld moet deze snelheid tenminste % zijn. (In dit bewijs schrijven we
log i.p.v. 2log.) Voor het bewijs zijn de volgende voorbereidingen

nodig:

(1) We beschouwen woorden van n symbolen, dat zijn vectoren x met n
componenten O of 1. We geven met P(x;y) de kans aan dat bij zenden
van x over het kanaal het woord Y wordt ontvangen. Deze kans wordt’

bepaald door het aantal fouten. We merken op dat P(E?X) = P(X;E)-



(2)

(3)

4)
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De kans dat bij het zenden van een woord precies w fouten optreden

bij ontvangst is

n w n-w
‘ (w)p q .

T —

1_
Zij b = 22212___21. Daar voor ieder symbool de kans op verkeerd
overkomen p is, is voor woorden van n symbolen het gemiddeld aantal
fouten np met variantie np(1 - p). Volgens de ongelijkheid van

Bienaymé-Chebyshev is

P(w > np + b) <

Nim

Als x; een woord is verstaan we onder de bol Bi = B(gi,p) de ver-
zameling woorden y waarvoor de Hamming-distance tot Ei niet groter
dan p is. We nemen nu p = np + b. Als we dan een woord zi zenden

is volgens (3) de kans dat het ontvangen woord y buiten Bi ligt

ten hoogste %. Voor voldoend grote n geldt np + b < % n. Het aantal
woorden in een bol B(x,p) is dan

n 1 n
Zwinwb (P <3 n0).

(5) Als we n objecteﬁ willen kleuren met n kleuren kan dit op nn ma-

(6)

nieren. Als we eisen dat de eerste m kleuren op precies m objecten

n —
voorkomen is het aantal mogelijkheden (m)mm(n - m)n ™ Dus is

n
n n

) < —
m _-mm(n -m? m
n - m)n N

Dit is ook in te zien door op te merken dat 1 = (% + a >

m - . D-m
> (M D
=~ 'm” 'n
log ﬁ = log(p + %) = log p + O(n_%),
dus ﬁ log E =p logp + O(n_%)

en analoog
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a - %)log(l - %) =q log q + O(n—%).

Nu geven we de constructie van de codewoorden. We kiezen een eerste

woord X, Het decodeergebied Rl is de bol Bl‘ De kans op verkeerd deco-

deren is 5_%. Als Xis s Ej-l gekozen zijn kiezen we x_ buiten
Rl U R2 u...u Rj-l

dat de kans op verkeerd decoderen < € is. Als we na het kiezen van

en definiéren R, = B . R U... UR, .) en eisen
J J\(l J-1

, zk niet verder kunnen en R = R1 U ... U Rk dan is blijkbaar

voor iedere Xx £ R de kans dat we een y € R ontvangen als we X zenden

Xis oo

€ .
groter dan 3" (Anders zouden we 1mmers€§k+1
een x € R is deze kans ook groter dan 3 Is P(x €R) =
= ZEER’X P(x;y) = ngR,Xp(X;E)' dat is de kans dat het ontvangen sig-

= x kunnen kiezen.) Voor

naal in R ligt. Deze is Z.%- Is N het aantal woorden in R dan is dus
Volgens (4) en (5) is
n

Ne<koein®<«ipgn—n
2 p’ -

2 o’ - )P

Als we deze ongelijkheden combineren, de logarithme nemen en (6) toe-

passen vinden we

log k >1+plogp +q loggq + O(n—i).
In ons voorbeeld is p = 0,001 en het rechterlid voor grote n dus > 0,9
1
terwijl we slechts moesten aantonen dat de transmissiesnelheid 1.5 be-

reikt kon worden! Het gestelde is hiermee bewezen.
(Opmerking: - p log p - q log q noemt men in de informatietheorie

entropie.)

Met dit voorbeeld is aangetoond dat codes bestaan die grote nauw-
keurigheid garanderen. De constructie van de codes en de methode van
decoderen is een andere zaak. We hebben gezien dat goede codes uit
lange woorden bestaan. Het is dus van belang codes te construeren die
veel regelmaat vertonen waardoor decoderen eenvoudig wordt en waardoor
bewezen kan worden dat bepaalde fouten-verbeterende eigenschappen

aanwezig zijn.
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3. Lineaire codes (groep-codes) (zie [3]).

Beschouw een kanaal waarvoor het aantal mogelijke symbolen geli jk
is aan q, waarin q een macht van een priemgetal is. De symbolen kunnen
dan worden opgevat als elementen van GF(q). Vaak zullen we ons tot q = 2
beperken (symbolen O en 1). De verzameling n-tallen van dergelijke sym-
bolen is een vectorruimte R over GF(q). Als een collectie n-tallen een
k-dimensionale lineaire deelruimte V van R vormt noemen we het een

lineaire code en wel een (n,k) code. Het gewicht van een vector

(= Hamming weight) is het aantal componenten # 0. Daar het verschil
van 2 vectoren uit de code weer een codevector is, is de minimale af-
stand tussen vectoren van de code gelijk aan het minimale gewicht van
de vectoren # (0, O, ..., 0) uit V.

We kunnen de code op de volgende 2 manieren beschrijven:

(a) Voortbrenger: We vormen een matrix G (k rijen, n kolommen) door
k basisvectoren van V als rijen van G te nemen. Voor iedere
a = (al, 97
een vector uit V). De code bestaat uit qk woorden. G heet voort-

a . ak) met a, € GF(q) is aG een codewoord (d.i.

brenger van de code.

(b) Parity-check matrix: Alle vectoren uit R die loodrecht staan op

iedere code vector vormen een lineaire deelruimte van R van dimen-
sie n - k (orthogonale complement V' van V). We vormen een matrix
H (n - k rijen, n kolommen) door n - k basisvectoren van V' als
rijen van H te nemen. Voor‘iedere code vector v geldt XHT = 0.

De code vectoren zijn de oplossingsruimte van n - k lineair onaf-
n

hankelijke vergelijkingen z vjhij = 0. In het binaire geval
j:

noemt men dit "Earity checks" en H de parity-check matrix van de

code. De woorden van V' vormen een code die we de duale van V

noemen.

De eigenschappen van de code die ons interesseren veranderen niet
als we de kolommen van de voortbrenger G permuteren. De codes die zo
uit G ontstaan noemen we equivalent met de oorspronkelijke. Het is

eenvoudig in te zien dat er bij een gegeven code een equivalente code
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is waarvan de matrix G de vorm (IkP) heeft waarin Ik de k x k eenheids-
matrix is en P een k x (n - k) matrix. De bijbehorende parity-check

T
matrix is (-P In-k)' Een codevector vinden we door v
K .

willekeurig te kiezen en Vk+j = i§1 Vipij (voor j =1, 2, ..., n-k)

te nemen. Het coderen is nu een eenvoudige zaak geworden. Men noemt

v A\

17 Vgr seen Vi

v, t/m vy information symbols, v, .

Een tabel voor het decoderen maken we als volgt. We merken op dat

t/m v, parity-check symbols.

V een ondergroep is van R. Uit iedere nevenklasse van V kiezen we een
representant en wel zo dat de kans op ontvangst van deze representant,
als (0, O, ..., 0) het gezonden signaal is, maximaal is. Dat wil dus

zeggen dat we uit iedere nevenklasse een element met minimaal gewicht

kiezen. Schrijf in een rij, achter elkaar, de codewoorden v, = O,

1
de gekozen representanten van de nevenklas-

Yor e
ey qu. 1
sen en achter zo'n representant in een rij v + 32, 37
ontvangen woord wordt vertaald in het codewoord waar het onder staat

Schrijf onder v
v +v,, etc. Een
in dit schema. Als u wordt gezonden en Vv ontvangen dan is deze manier

van decoderen goed als v - u één van de gekozen representanten is.

Voorbeeld: Neem q = 3, n = 4, k = 2. De ruimte R bestaat uit 81 vectoren,
de code V uit 9 vectoren. Laat (0, 1, 1, 1) en (1, O, 1, 2) een basis

zijn van de 2-dimensionale deelruimte V. De voortbrenger G is

(é 2 : f). Dit is de standaardvorm met I, voorop en P = (1 2) daar

2 11

achter. De parity-check vergelijkingen zijn

[}

v, + vV

V3 1 2’

v4 = 2v1 + v2.

De code V bestaat uit de woorden: (0, O, 0, 0), (0, 1, 1, 1), (0, 2, 2, 2),
a,o0,1,2), (,0,2,1, 1,1, 2,0, (2,1, 0, 2), (1, 2, 0, 1) en

(2, 2, 1, 0). We zien dat alle woorden behalve (0, 0, O, 0) gewicht 3
hebben. Dus hebben alle paren afstand 3. Deze code is dus een single-"
error-correcting code. Met de boven beschreven manier van decoderen

zien we dit als volgt: twee verschillende vectoren met gewicht 1 heb-

ben afstand 2 en liggen dus niet in dezelfde nevenklasse van V. Er zijn
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Q zulke vectoren. Deze vormen samen met (0, 0, O, 0) de 9 representan-
ten van de nevenklasse van V. Ieder ontvangen signaal dat geen of één
fout bevat wordt dan goed gedecodeerd. Zo'n code waarin alle woorden

van gewicht < m het representantensysteem vormen heet perfect (= close-

packed) .

De geschetste manier van decoderen heeft nog een groot voordeel.
We hebben de boven beschreven tabel niet helemaal nodig maar alleen
een lijst van alle codewoorden en alle representanten van nevenklassen
met voor elk van deze representanten v ook de parity-check vector XHT.
Als 2 vectoren tot dezelfde nevenklasse van V behoren is de parity-
check vector van hun verschil O en omgekeerd. Als een signaal v ont-
vangen wordt bepalen we de parity-check vector, zoeken deze in de

lijst en trekken de bijbehorende representant van v af.

4. Hamming codes

Beschouw een matrix H met m rijen en Zm - 1 kolommen waarvan de
j-de kolom de binaire representatie van het getal j is. De som van 2
kolommen is niet 0 (mod 2) d.w.z. dat over GF(2) een lineaire combi-
natie van kolommen die O is uit tenminste 3 termen bestaat. Anders
gezegd: iedere rijvector die loodrecht staat op elke rij van H heeft
gewicht > 3. Dus is H parity check matrix van een lineaire code V

waarvan de codewoorden onderlinge afstand > 3 hebben. Dit is dan een

single-error-correcting code. Zulke codes heten binaire Hamming codes.
Als we weer decoderen met behulp van representanten van nevenklassen
van V merken we op dat vectoren met gewicht 1 in verschillende neven-
klassen liggen. Er zijn 2™ - 1 zulke vectoren. Samen met O zijn dit
2m vectoren uit verschillende restklassen en daar er precies 2m rest-
klassen van V zijn hebben we hier met een perfecte code te maken.
In deze code is de lengte van de woorden n = 2m - 1, de dimensie van
Vis k = 2m -1-m, diw.z. er zijn 2m - 1 - m information symbols en
m parity-check symbols.

Het opsporen en verbeteren van één fout met deze code is bijzonder

eenvoudig. Als de ontvangen vector v op de j-de plaats van de gezonden
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vector afwijkt is nl. XHT de binaire representatie van het getal j.

We merken op dat de redenering waarmee aangetoond werd dat we
een single-error-correcting code hadden geldig blijft als we uit H
een aantal kolommen weglaten. We kunnen dus Hamming codes van wille-
keurige lengte maken.

Een andere modificatie is de volgende. Voeg aan ieder woord van
een binaire Hamming code een parity-check symbol toe dat de som is
van de voorafgaande symbolen. De nieuwe code heeft dan minimale af-
stand 4 en is dus een double-error-detecting code. Als we dit extra
symbool voor de oude codewoorden zetten ziet de nieuwe parity-check

matrix H = er als volgt uit

0
H*'= H
0
1 i . . . . 1

\
Hierin is H de oude parity-check matrix. Merk op dat de kolommen van

S +1
H de binaire representatie van de oneven getallen §_2m zijn.

Een Hamming code over GF(q) wordt op analoge wijze geconstrueerd.
Om er voor te zorgen dat H geen 2 kolommen bevat die lineair afhanke-
1lijk zijn, laten we alleen kolomvectoren toe waarvan het eerste sym-

bool # 0 een 1 is. Als voorbeeld beschouwen we GF(3) en nemen

0
H = 0
1

)
N -)
N = O
o o m
H O K

1
0
2

o K K
HoE e

11
1 2
2 0

H N e

1
2
2

H is de parity-check matrix van een (13,10) code V. Dit is weer een

single-error-correcting code. De code bestaat uit 310 woorden. Als we
elk van deze woorden als een kolom voorspellingen voor de voetbalpool
insturen zijn we er zeker van de tweede prijs of de eerste te winnen.

(Men moet dan wel + f 18.000 inzetten!)



61

Probleem: Hamming codes zijn close-packed single-error-correcting.

Voor k :_2 zijn bekend de volgende close-packed k-error-correcting

codes:
a) de code over GF(2) die bestaat uit twee woorden t.w. (O, O, ..., 0)
en (1, 1, ..., 1) van 2n + 1 symbolen.

b) de door Golay ontdekte (23,12) code over GF(2) (zie [3]). Deze is
- 3-error-correcting.
¢) de door Golay ontdekte (11,6) code over GF(3) (zie [1]; de opmerking
in [3] is onjuist).

Bestaan er andere? (Enkele studenten in Eindhoven hebben aangetoond

dat een perfecte k-error-correcting code met blocklengte n over
GF(q) voor q < 20, k <5, n <1000 &&n van de bovengenoemde codes

moet zijn!)

5. Reed-Muller codes

Een klasse lineaire codes die de eigenschap hebben eenvoudig te
decoderen te zijn is door D.E. Muller ontdekt en door I.S. Reed be-
schreven. We laten het idee hier aan de hand van een voorbeeld zien:

Yy» Yp ©n Yg
binaire representatie van de getallen 0, 1, ..., 7 zijn; Y is de rij-

vector bestaande uit 8 elementen 1. We beschouwen nu vermenigvuldiging

zijn de rijen van een matrix waarvan de 8 kolommen de

van vectoren codrdinaatsgewijs en vinden dan

¥y = (61111 1 1 1 1)

v, = (0 0 001 1 1 1)

v, = (0 0110 0 1 1)

Vg = (01 01 01 0 1)

vy Y, = (0o 0 000 0 1 1)

v, Vg = (0o 0 00 01 0 1)

Yy Vg = (0O 0 01 0 0 0 1)

vy XZ XS =(0 0 0 0 0 0 O 1).

Voor y =0, 1, ..., 7 is er in dit schema een vector die met v nullen

begint. De vectoren zijn dus lineair onafhankelijk. Merk op dat alle
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vectoren behalve de laatste een even aantal elementen 1 hebben en dus
loodrecht op zichzelf staan. Het product van een vector v met zichzelf
. . m .

is weer v. Als we nu i.p.v. 8 kolommen 2 kolommen nemen vinden we

een schema met vectoren XO’ 1’
(2) producten Xi !j Xk etc. Als we alle producten van ten hoogste

r factoren Xi als basis van een lineaire deelruimte van de n-dimen-

m
v e+s ¥ en dan (2) producten vy Xj’

sionale vectorruimte R over GF(2) nemen hebben we een (n,k) code met

n=2 en k=1+(';)+...+(’1‘:).

Dit is de Reed-Muller code van de orde r.

Als we een rij uit dit schema beschouwen die product is van < r
vectoren v, en een andere rij die product is van < m - r - 1 vectoren
dan is het product van deze twee rijen weer een rij uit het schema
en bovendien niet de laatste rij. Dit betekent dat deze twee rijen
op een even aantal plaatsen beide een 1 hebben; anders gezegd: de
rijen staan loodrecht op elkaar. Daar verder de dimensie van de code
van de orde r en de dimensie van de code van de orde m - r - 1 samen
Zm zijn hebben we nu aangetoond dat de code van de orde r en de code
van de orde m - r - 1 duaal zijn.

Merk op dat de reeds eerder genoemde Hamming single-error-correct-
ing, double-error-detecting code blijkbaar een Reed-Muller code van de
orde m - 2 is.

Men kan zich gemakkelijk voorstellen dat de zeer speciale vorm
van deze code het decoderen sterk vereenvoudigt. We gaan daar nu

niet op in.

6. Product codes (Slepian [5])

Als A een n x m-matrix is met elementen aij en B een r x s-matrix,

dan verstaan we onder het Kronecker-product A X B de nr x ms-matrix van

de vorm
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11 12 im

3518 85,8 2omb

\\ anlB anzB a B /
Voorbeeld:

6 2 3 1
2 1 § 3 1 _ 2 4 1 2
0 -1 1 2 0 0 -3 -1
0 0o -1 -2

Door van eenvoudige codes uit te gaan en de voortbrengers te ver-
menigvuldigen (Kronecker-product) kunnen we goede codes opbouwen. We
laten dit weer aan de hand van een voorbeeld zien.

Zij

de voortbrenger van een (4,3) code over GF(2). Hier is &&n parity-check
(4e codrdinaat is de som van de vorige). Deze code is single-error-

detecting. Analoog voor

i 0 o0 o 1
G2 - o 1 o0 o 1
o o0 1 O 1
o 0 o0 1 1

1
matrix. Het is de voortbrenger van een (20,12) code. We kunnen een woord

de voortbrenger van een (5,4) code. De matrix G = G, x G2 is een 12 x 20-

(al, az, ey 320) van deze code ook op de volgende manier opschrijven:
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3 22 23 3 a5

g 27 g ) 210
21 812 83 814 &5
M6 17 18 P19 | 220

Dan zijn de elementen links boven information symbols. De parity-check
vergeli jkingen zijn eenvoudig: van iedere rij en van iedere kolom moet
de som O zijn. Dit betekent dat alle woorden # O gewicht > 4 hebben.
Deze code is dus single-error-correcting en double-error-detecting.
Dit soort codes is door de IBM gebruikt om fouten te ontdekken

bij gebruik van magneetbanden.

7. Hadamard codes

Zij H een Hadamard matrix van de orde n. We beschouwen de matrix
/-]2;(H+J)
%(-H + J)

De rijen van deze matrix vormen de 2n woorden van een binaire code met
woordlengte n en miniTale afstand % n. Dit volgt direct uit het feit

dat 2 rijen van H op 2 n plaatsen overeenkomen. Dit is i.h.a. niet een
lineaire code. Nemen we voor H een symmetrische Hadamard matrix van de

orde 8 in standaardvorm dan ontstaat een lineaire code met voortbrenger

~ o o o
~ M O O
H © K O
= = = O
© O K K
(<IN
© © o K
o K o K

d.i. de al eerder besproken Hamming (8,4) double-error-detecting code.
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8. Cyclische codes

Beschouw de ring R van polynomen met coéffici&nten in GF(q). De

veelvouden van xn - 1 vormen een ideaal S. De restklassenring R/S
n-1
kunnen we representeren door de polynomen a, + a;x + ... F an_lx

met a; € GF(q). Deze schrijven we nu ook als a = (ao, By ey an-l)'
Dan interpreteren we R/S als vectorruimte over GF(q) met als 2e bewer-
king de vermenigvuldiging in R/S. Als f(x) een polynoom in x is dan

geven we met {f(x)} aan de klasse in R/S waartoe f(x) behoort.

Definitie: Een k-dimensionale lineaire deelruimte V van de vectorruimte

R/S heet cyclische code (= cyclische deelruimte) als voor iedere

a=(ay a;, ..., 8 ;) €V geldt (a _1» 8gr 8ys «os a ) €V.

Stelling 8.1. V is een cyclische code dan en slechts dan als V een

ideaal in de ring R/S is.

Bewijs. a) Zij V cyclisch en a € V. Dan is

n—l} = {an-l +ax+ ... +a 27 €v.

kHa-+ax+...+a o -2

0 1 n-1%

Dus is {co + cox + ...}{ao +ax+ ... +ta 1} € v voor iedere

1 1
c €R/S d.w.z. V is een ideaal in R/S.

n-1
b) Als V een ideaal in R/S is,is met a € V ook

{x}{ao + o+ an_lxn_l} €Vdw.z. (a_,, 8y -+, 2, _,) €V

Opmerking. Zonder moeite ziet men in dat een ideaal in R/S bestaat uit
alle veelvouden van een polynoom g(x) dat deler is van x" - 1. Dit poly- -

noom heet de voortbrenger van het ideaal.

Voorbeeld: We werken over GF(2). Dan is

1—x7=(1—x)(1+x+x3)(1+x

Het polynoom g(x) =1 + x2 + x3 is irreducibel over GF(2). We merken op

2 + xs).

dat volgens de gebruikelijke constructie het lichaam GF(23) kan worden
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voorgesteld door de elementen O, 1, O, az, ey a6 waarin 1 + az + a3 =0,
d.w.z. dat in GF(23) het polynoom g(x) is te ontbinden als
g(x) =1 + x2 + x3 = (x - a)(x - az)(x - a4),
De vectorruimte R/S der polynomen over GF(2) mod x7 - 1 is een 7-dimen-
sionale ruimte over GF(2). Hierin vormen alle veelvouden van g(x) een
ideaal V, te weten de 4-dimensionale lineaire deelruimte van R/S opge-

spannen door

0w

~

»

~

e
[}

(1 011 0 0 0),
(0 1 01 1 0 0),

»
(1]
~

»
~
——

[}

{
{
[’¢x)} =@ 0 1 0 1 1 0,
{

"
10}
~
o]
~
——
]
~
o
(=}
o
ury
o
[y

1.

In de terminologie van §3 is de matrix

/1 011 0 0 0\

/ .
G:= |01 01100
0 01 0110
0 00 10 1 1

een voortbrenger van de code. Als parity-check matrix kunnen we nemen

/o \

1
H := 0 0).
1 o/

We zien dan dat we hier met de (7,4) Hamming code te doen hebben. Nog

H M O
o = o

1 11
1 10
\ 1 0 1

\

een andere voorstelling van deze code vinden we door voor i = 3, 4, 5

en 6 te schrijven
xT = (1 + x2 + xs)qi(x) + ri(x)
waarin r, een polynoom van graad < 2. Dan zijn de restklassen
i
{x - ri(x)} elementen van het ideaal V. Deze 4 elementen vormen een

basis van V en de voortbrenger wordt nu
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/1011000\\
2 I ;
G_:1110100
|1 100010,
o 110 0 0 11

Dit is de in 83 besproken standaardvorm, echter met 14 achteraan. We
3 6
kunnen de coéfficiénten van x t/m x dan als information symbols

nemen en de eerste 3 coéfficiénten als parity-check symbols.

Een cyclische code kan ook gegeven worden door de nulpunten van
g (in een geschikt lichaam) te noemen. Alle veeltermen van het ideaal
zijn in die punten ook 0. Zo bestaat de in bovenstaand voorbeeld

2
genoemde code uit alle (ao, ey ae) waarvoor ao + ald + a2a +

.+ a6a6 = 0 waarin o primitief element van GF(8) is. Zoals boven

reeds gezegd is kunnen we ag t/m ag als information symbols kiezen

en dan is a0 + ala + ... + aea = 0 een vergelijking waaruit ao, a1
en a2 zijn op te lossen. De kolommen van de parity-check matrix
zijn de voorstellingen van 1, o, ..., a6 als vectoren over GF(2).

Eén van de nuttige aspecten van cyclische codes waar we hier
niet op ingaan is het feit dat de bouw van apparatuur om met de codes
te werken eenvoudig is (schuif-registers). Ook het coderen zelf is
gemakkelijk. We gaan nog wel enkele eigenschappen op het gebied van

fouten-detectie van deze codes bekijken.

Definitie: Een "burst’' van de lengte d is een vector waarvan de com-

ponenten # 0 zich bevinden onder d opeenvolgende componenten waarvan
de eerste en de laatste niet O zijn. We spreken van een burst-error
in een signaal als verschil van gezonden en ontvangen signaal een

burst is.

Stelling 8.2. In een (n,k) cyclische code V is geen enkele codevector

een burst van de lengte d < n - k.

Bewijs. Zij g(x) de voortbrenger van het ideaal V. Dan is g(x) een
polynoom van de graad n - k. Een burst van de lengte d < n - k is

op te vatten als restklasse {r(x)} met r(x) = x%s(x) en s(x) een
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polynoom van graad < n - k. Als {r(x)} € V is ook {s(x)} een element

van V en dit is niet mogelijk daar s(x) niet door g(x) deelbaar is.

Gevolg: De code is in staat een burst-error met lengte :_n - k te
ontdekken. Er zijn ook langere burst-errors die ontdekt worden maar

niet alle.

9. BCH-codes

Als voorbeeld van zeer goede cyclische codes behandelen we nu
codes gevonden door Bose, Chaudhuri en Hocquenghem. Deze codes worden
gebruikt voor het verbeteren van meerdere fouten en voor burst-

error-detection. Het idee is heel eenvoudig.

(9.1) Definitie: Laat o een element van GF(qm) zijn en m, geheel. Een cycli-

sche code over GF(q) heet BCH-code als voor iedere {f(x)} uit de code

0Lmo 0Lmo+1 amo+d-2
’ 0 y ey 0

nulpunten van f zijn. (We beperken ons verder tot q = 2, o primitief

element van GF(2m), m, = 1.)

We merken eerst op dat uit f(a) = 0 volgt f(az) = 0 daar over
23
GF(2) geldt: (Z cixi)2 = z c; x Y. Het is dus voldoende te eisen dat

-1
f(a) = f(as) = ... = f(a2t ) = 0. We tonen nu aan dat ieder code-

woord gewicht > 2t + 1 heeft. Schrijf, met d = 2t + 1

(Hierin is n = 2™ - 1.)

Als er een codewoord met gewicgt < d was dan zouden er d - 1

Jg-
kolommen van H zijn behorend bij o 1, cee, O a-1 zb6 dat de uit deze
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J,
kolommen bestaande determinant O is. Schrijven we Ei = a * dan bete-

kent dit

E1 52 Ed—l
SR €1
=88 o B T By 82 = 0
d-1 d-1
Bl e £l
ji jk
d.w.z. o =a voor zekere i en k in strijd met het gegeven dat o een

primitief element van GF(2m) is. Hiermee is aangetoond:

Stelling 9.2. Is in (9.1) o primitief element van GF(Zm), m, = 1 en
d = 2t + 1 dan is de afstand van codewoorden tenminste d,

d.w.z. de code is t-error-correcting.

Een parity-check matrix voor de code kunnen we nu als volgt beschrij-

. n-1
ven. We beginnen met 1, a, ..., O als kolomvectoren van nullen en enen.

Onder ot komen de kolommen aal, 051, ey a(Zt_l)i.

We hebben dan een
matrix H met mt rijen en 2m - 1 = n kolommen. Voor een codevector
c = (co, g%ll..., cn—l) betekent EHT = 0 hetzelfde als cfi) = c(as) =
. = c( ) = 0 waarin c(x) = ¢y + Cyx ... ¥ cn_lxn . We zien
hieruit de grote kracht van de code. Van de 2m - 1 symbols zijn ten
hoogste mt check symbols nodig om tenminste t fouten te kunnen verbeteren.
Nemen we als voorbeeld het binaire symmetrische kanaal van §2.
Kiezen we m = 10 en t = 4 dan heeft de BCH code een transmissiesnelheid
0,96. We werken met woorden van de lengte 1023. De kéns dat een woord
onveranderd door het kanaal komt is slechts 36%. Door maximum-likelihood-
decoding is de kans dat een gezonden woord verkeerd aankomt kleiner dan
0,4% (voor het kanaal is p = 0,001).
De methode van decoderen behandelen we nu aan de hand van een voor-
beeld. We beschouwen de (15,7) double-error-correcting BCH code waarbij -
a primitief element van GF(24) is en wel a4 +a + 1 =0. Als een sig-

naal s ontvangen wordt vullen we dit in in de parity-check vergelijkingen.
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T
Stel dat we vinden sH = (1111110 1). Nu is s = ¢ + e waarin ¢
het gezonden signaal en e foutenpatroon is. Daar EHT = 0 moeten we om

de fouten te verbeteren e bepalen uit gHT =(11111101). Als er

één fout gemaakt is op de plaats ai dan is * = (111 1) d.w.z.

i 6
i = 12, dus a31 =a =(0011) # (110 1). We zien dat er meer dan
&én fout is gemaakt. Neem aan dat er twee fouten zijn gemaakt op de

plaats ai en de plaats aJ. Dan moet

i 12
o + aj =(1111) =4,
3
R I S I
. i+j 13 i B .
Hieruit vinden we g =q , d.w.z. g en " zijn de oplossingen van
1
£2 + o'% 4+ 1% 2 0,

2
Door voor & in te vullen 1, a, o° enz. vinden we oplossingen £ = a3

en & = alo. Dit betekent dat op de plaatsen van 03 en alO (dat is het
4e en het lle symbool van het woord) fouten zijn gemaakt.

Aan dit voorbeeld zien we hoe belangrijk het is om bij de licha-
men die een rol spelen de beschikking te hebben over tabellen (= log-
tafels) waaruit men multiplicatieve en additieve structuur van het
lichaam tegelijk kan aflezen. De BCH codes zijn omgeveer 10 jaar gele-

den ontdekt. Er is op dit gebied nog veel werk te doen!

10. Latijnse vierkanten, eindige meetkunde en error-correcting codes

We beschouwen weer het probleem van block-codes. We nemen als
alfabet niet meer een lichaam maar de symbolen 1, 2, ..., n. Een block
code met lengte k was gedefinieerd als deelverzameling van de verzame-

ling R, van alle k-tallen (al, a . ak) met a; € {1, 2, ..., n}

k 2’
voor i =1, 2, ..., k. De definitie van Hamming distance (zie §1)

maakt van Rk een metrische ruimte. Als de verzameling bollen met mid-

delpunt een codewoord en straal r de eigenschap heeft dat de bollen
onderling disjunct zijn hebben we een r-error-correcting code. In het

geval k = 2 is R, op te vatten als schaakbord met n X n vierkanten,

k
genummerd (1,1) t/m (n,n). De bol met straal 1 en middelpunt (x,y)
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bestaat uit alle vierkanten (a,b) waarvoor x = a of y = b, d.i. de ver-
zameling plaatsen die een op (x,y) geplaatste toren beheerst. Door
Golomb en Posner ([2]) is hiervoor de naam "rook domain" ingevoerd.
We noemen in het vervolg, ook voor k > 2, een bol met straal 1 in Rk
een rook domain (en een bol met straal r een super-rook domain beho-
rende bij torens van de macht r). Het probleem een aantal 'torens' in
door precies één toren beheerst

k
wordt komt dus neer op het construeren van een perfect (= close Eacked)

R z6 te plaatsen dat ieder punt van R

single-error-correcting code met {1, 2, ..., n} als alfabet. In §3 en
§4 hebben we voorbeelden van zulke codes gezien.

We bespreken nu een verband met Hoofdstuk I §5.

Stelling 10.1. Er is een 1-1 verband tussen de begrippen
a) latijns vierkant van de orde n,
b) n2 torens in een n x n X n kubus, die elkaar niet
aanvallen,
c) een uit n2 woorden bestaande single-error-detecting

code in R3 over een alfabet met n letters.

Bewijs. Zij A = (aij) een latijns vierkant. De n2 woorden (i, j, aij)’

i, j=1, 2, ..., n, hebben dan volgens de definitie van latijns vier-
kant onderlinge afstand > 2 en dus vormen ze een single-error-detecting
code. Torens op de plaatsen (i, j, aij) vallen elkaar niet aan. Is
verder (a , bv’ cv), v=1l, 2, ..., n, een single-error-detecting code
met {1, 2, ..., n} als alfabet dan zijn alle paren (av, bv) verschillend.
Definiéren we A door aij = cv als i = av en j = bv dan is A een latijns

vierkant van de orde n. De andere equivalenties zijn triviaal.

Ook voor orthogonale latijnse vierkanten kunnen we een verband

met codes aangeven:

Stelling 10.2. De volgende begrippen zijn equivalent:
a) 2 orthogonale latijnse vierkanten van de orde n,
b) n2 torens op een n X n x n x n kubus z6 dat geen

plaats door 2 verschillende torens wordt beheerst,
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2 .
c) een uit n woorden bestaande single-error-correcting

code in R4 over een alfabet {1, 2, ..., n}.

Bewijs. Als boven via de toevoeging:

A= (aij)’ B = (bij) 2 (i, 3, aij’ bij)’ (i, j=1,2, ..., n).

Analoog zien we dat een uit n2 woorden van de lengte t + 2 bestaan-
de code met minimale afstand t + 1 equivalent is met t twee aan twee
orthogonale latijnse vierkanten van de orde n. Volgens Hfdst. I stelling
5.2 isdant < n -1,

In Hfdst. I stelling 5.3 is bewezen dat voor n = pk > 3, p prien,
een affien vlak bestaat hetgeen equivalent is met de existentie van een
volledig stelsel orthogonale latijnse vierkanten. De bijbehorende code
noemen we affiene code. Dit brengen we nu ook in verband met Hamming
codes en cyclische codes. We beperken ons tot p = 2 en construeren een
affiene code:

Zij q = 2™. Kies GF(q) als alfabet. Laat B een primitief element

- +1
van GF(qz) zijn en o = g9 1. We merken op dat ol

=1dw.z. n=q + 1
is de orde van a. Verder is het minimaal polynoom van 0 over GF(q) een
polynoom g(x) van de graad 2 met g(x)|xq+1 - 1. De cyclische code V
waarvan alle woorden ¢ de eigenschap c(a) = 0 hebben is een generali-
satie van het idee van §4. Stel immers dat een codewoord # 0 gewicht

< 3 had. Dit zou betekenen dat er getallen i en j zijn en A € GF(q)

zb6 dat

ot = add, duw.z. TP @D _arlyy

met 0 < v <q - 1 (immers Bq+1 is primitief element van GF(q)).
Daar echter (q - 1, q + 1) =1 en B primitief element van GF(qz) is kan

dit niet. Dit betekent dat we met een single-error-correcting code te

q+1

doen hebben. Deze code is weer perfect (nl. qq_l(l + n(q - 1)) =q ).

>
De duale code van V is een cyclische code V voortgebracht door

q+1 N
E_E?;S—-’ dus een code van dimensie 2. Stel dat in V een woord was met
¥

2 componenten O. Neem een onafhankelijk woord erbij als basis van V .
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Dan bevat het orthogonale complement van V*, dat is V, een woord # o
met gewicht < 2. Dit is niet zo en dus hebben alle woorden # 0 van V*
een gewicht > n - 1 = q. We zien dat V* een code is met q2 woorden
van de lengte n = q + 1 en minimale afstand q over een alfabet van q
symbolen, d.i. een affiene code van de orde q.

Nu we dit verband tussen affiene codes en close-packed single-
error-correcting codes gezien hebben verbaast het ons niet (gezien
het feit dat Hfdst. I stelling 5.3 de enige bekende affiene vlakken
beschrijft) dat er alléén voor n = pk, p priem, close-packed single-
error-correcting codes bekend zijn.

Eén geval kunnen we uitsluiten:

Stelling 10.3. (R.E. Block en M. Hall) Een close-packed single-error-
correcting code met woorden van de lengte 7 over een al-

fabet van 6 letters bestaat niet.

Bewijs. Stel dat zo'n code bestaat. Deze bestaat dan uit 65 woorden
met afstand > 3. Dat heeft tot gevolg dat alle beginstukken van 5
letters precies &&n keer voorkomen. Bij een gegeven beginstuk van 3
letters zijn er dus precies 62 woorden met dit beginstuk. De eind-
stukken van 4 letters van deze woorden hebben afstand > 3. Ze vormen
dus zelf een single-error-correcting code bestaande uit 62 woorden
van de lengte 4 over een alfabet van 6 letters. Volgens stelling 10.2
bestaan er dan 2 orthogonale latijnse vierkanten van de orde 6. Dit

is niet zo.

We beschouwen nu nog een geheel ander combinatorisch probleem waar-
van zal blijken dat het verband heeft met het voorafgaande. Beschouw
een n xn X ... x n hyperkubus (verdeeld in nk cellen) in Rk en kleur
de cellen met w verschillende kleuren zd dat ieder rook-domain elke
kleur tenminste é&nmaal bevat. Probeer w te maximaliseren. Dit maximum

noemen we w(k,n). Men noemt dit een error-distributing code. Om deze

naam te begrijpen formuleren we het probleem als volgt. Beschouw Rk
als de verzameling woorden van k letters uit een alfabet van n letters.

Aan een aantal objecten O, O_, ..., O voegen we codewoorden toe, even-—
1 2 w
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tueel meerdere codewoorden per object. We eisen dat voor ieder code-
woord ¢ behorend bij 0i en iedere 0j een codewoord voor OJ bestaat
met afstand 1 tot c.

Ook hier gaat het er om w zo groot mogelijk te maken. (Delbriick
vermoedde in 1957 dat dit idee in de natuur werd gebruikt. Er zijn
20 aminozuren. Hiervoor is een codering met een 4-letter alfabet.

Er is maximale mutatie-vrijheid als door é&n verwisseling elk amino-
zuur in elk ander aminozuur kan worden overgevoerd. Dit kan als
w(3,4) = 20 maar helaas is w(3,4) = 8.)

Men ziet onmiddellijk dat w(k,n) < 1 + k(n - 1). In geval van

gelijkheid spreken we van een close-packed error distributing code.

Stelling 10.4. Een close packed error-distributing code met para-
meters k, n bestaat dan en slechts dan als een close-
packed single-error-correcting code bestaat met de-
zelfde parameters.

Bewijs. a) Zij vV C Rk een perfect single-error-correcting code (V is

niet noodzakelijk lineair'!). Aan ieder woord c van gewicht < 1 voegen

we een Kkleur toe en kennen dan deze kleur toe aan de punten van V + c

(mod n). We hebben 1 + k(n - 1) kleuren nodig. De verzamelingen V + c

zijn disjunct en vullen Rk op. De kleuring voldoet aan de gestelde

eisen.

b) Is omgekeerd een close-packed error-distributing code gegeven dan
is de afstand van twee woorden van dezelfde kleur > 3. Het aantal

k
woorden van é&n kleur is n' /(1 + k(n - 1)). Dus vormen de woorden

van &én kleur een perfect single-error-correcting code.

Uit vorige stellingen zien we dat w(n + 1, n) = n2 als n = pk,

p priem en w(7,6) < 36.
Vermoeden: w(k,n) < (k - 1)n.

Het is eenvoudig voorbeelden aan te geven waaruit blijkt dat w(3,n) >

> 2n als n even en w(3,n) >2n - 1 als n oneven. We bewijzen nu de
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{ 2n als n even,
2n - 1 als n oneven.

Stelling 10.5. w(3,n) =

Bewijs. Beschouw een n x n x n kubus zd gekleurd dat ieder rook-domain
elke gebruikte kleur tenminste é&nmaal bevat. Neem een vaste kleur.

Zij aij het aantal cellen (i, j, z) met deze kleur. In de matrix
A = (aij) zoeken we onder de rijen en kolommen die met de kleinste

som. Laat dit de eerste rij zijn en r de som. Als a1j # 0 dan is
n n

Z a,. >r. Als a__, = 0 is z a,. >n - r op grond van de definitie
ij — 13 . ij —

i=1 . i=1 '
van aij en de eigenschap van de kleuring. Dus is

n n

T e, z_rz + (-2,

i=1 j=1 *J

n2 n2 + 1

Het rechterlid is minimaal 2 als n even en minimaal 3 als n

oneven is. We weten nu hoe vaak iedere kleur tenminste moet voorkomen.

Het aantal cellen is n3. Het gestelde volgt door deling.

Om het boven genoemde vermoeden te bewijzen moet deze redenering

gegeneraliseerd worden. Dit is tot nu toe niet gelukt.
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Hoofdstuk III. Een combinatorisch probleem voor eindige abelse groepen

1. Inleiding; het hoofdvermoeden

Zij G een willekeurige verzameling. Een G-rij is een eindige rij

1) S = (g, 8y s gn)

van elementen van G (waarbij herhalingen zijn toegestaan); n heet de
lengte van S. Lengte O wordt toegekend aan de lege rij 4.
Een deelrij S1 van S - notatie: S1 < S8 - is een G-rij

8, = (gil, giz, , gih)
met 1 f.il i.iz < e < lh < n. Als ook S2 < 8,
s, = (g. ce L)
2 ng: ngy ’ ng
enals {1, 15, .oy 3,1 U {3;0 3y0 -ooy G} = {u;, uy, ooy u ) met
uy < u2 < ... < ur, dan heet
SIVS2=(gu,gu,...,gu)
1 2 r

S, AS, =(g_, & 4 «vcr B_)

1 2 vy vy vS
behorende bij de doorsnede {vl, Vos ees vs} = {11, 1ys ens ih} n
n {jl, jz, ey jk} der indexverzamelingen. Indien S1 A S2 = @, dan

heten S1 en 82 disjuncte deelrijen van S.

Wij nemen nu aan dat G een eindige additieve abelse groep is; de

orde van G geven we aan met w(G). De waarde van de rij (1) is dan

)

ISI =g1+ ...+gn

de waarde van de lege rij is O (het nul element van G). Een rij S # @

met IS] = 0 heet een nulrij. Voorts zij
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(s] ={lt| : 8 1<s}

en

[s7 = {Ir] : T <s}=rs]u{o}.

Een G-rij S heet primitief als 0 £ [S] en maximaal als S primitief is,
terwijl 8 < T, T primitief, impliceert S = T. Ons hoofdprobleem is:

HOE LANG KUNNEN PRIMITIEVE RIJEN ZIJN?
Anders gezegd, als we definieren
H(G) = sup {n €N : d primitieve G-rij ter lengte n}

dan is ons doel UG te bepalen.

We kunnen UG ook als volgt beschrijven:

u(G) = sup {n EN : (Egl, e By € G)(Vel, ..., € € {0,1})
(e,8, + ... *€g =0=¢c =c¢ =...=en=0)}.

De tweede formulering laat zien dat uG een zekere analogie bezit met
het begrip (lineaire) dimensie; als G een vectorruimte is over het

lichaam 22 = {0,1}, dan is UG inderdaad de dimensie van G:

u(C2 X C2 X ... X_CZE = k.
KX

———

Naast pG introduceren we een tweede constante AG, als volgt.
Iedere eindige abelse groep is isomorph met een direct product van
cyclische groepen
(2) G =C x C X ... X(C

1 2 k
("hoofdstelling van de abelse groepen'); i.h.a. is deze ontbinding
niet ondubbelzinnig (denk bv. aan C, = C_ X CS)’ maar als we ook nog

6 2
eisen dat

(3) n, |n, (i=1,2, ..., k-1)

dan zijn de ordes ni ondubbelzinnig bepaald (afgezien van de triviale

mogeli jkheid dat een onbepaald aantal beginordes n1 = n2 el = nh =1).



78

We definieren nu, als G voldoet aan (2) met (3):

k
M@ = § (n - 1)

i=1 '
(merk op dat de waarde AG niet wordt beinvloed door een aantal (triviale)

sommanden C, vd8raan in de ontbinding (2)).

1
Als G voldoet aan (2) met (3) en als bovendien n, # 1, dan heet k

de dimensie van G, k = dim G.

Wij hebben gezien dat uG = AG voor elke groep G die isomorph is

met een direct product van factoren C Dit is geen toeval. Wij vermoe-

5
den zelfs dat het regel is.

HOOFDVERMOEDEN: uG = \AG voor iedere eindige abelse groep G.
In dit hoofdstuk zullen we de juistheid van dit hoofdvermoeden aantonen

voor alle groepen G die behoren tot één van de navolgende typen.

I. G is een p-groep (d.w.z. ieder element van G heeft een orde die
macht is van een vast priemgetal p).

II. dim G < 2.

met H een p-groep, p priem, en pn > M.

III. G ~H x C
pnm
IV. G=C _ xC _ xC .
2p 1 2p 2 2p 3
X x K x
V. G=cC xC xC. _,metn=2r 3253 7%ndem =1,
2 Caom, " C2mm, 1

m, willekeurig, Of m = p, m, = p°, p prienm.

2

Naast deze series zijn er nog enkele groepen bekend waarvoor het hoofd-

vermoeden waar is, waaronder (zie [2])

G = C2 X C2 X C2 x CG.

Tegenvoorbeelden zijn niet bekend. De enige groepen met orde < 100

waarvoor pG nog niet bepaald is, zijn (op isomorphie na)
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en

G=C,xC,xC,xC,Hx Cs; 0G=96; AG=9.

2

Wat betreft groepen van het type Cn X Cn dient nog het volgende te worden
opgemerkt. Nadat enkele medewerkers van het Mathematisch Centrum zich
reeds enige tijd hadden bezig gehouden met het hoofdvermoeden (geformu-
leerd door P.C. BAAYEN in 1965) werden wij er op attent gemaakt dat voor
het speciale geval G = Cp X Cp reeds eerder door P. ERDOS was vermoed

dat uG = 2(p - 1). In 1961 bewezen P. ERDOS, A. GINZBURG en A. ZIV [11]

het volgende:

Indien G = Cn X Cn’ H een cyclische ondergroep is van G van de

orde n, en S een primitieve rij waarvan alle elementen liggen in &&n

nevenklasse van H, dan is de lengte van S ten hoogste G = 2(n - 1).

Ditzelfde resultaat was onafhankelijk verkregen door N.G. DE BRUIJN, het
is een zeer bijzonder geval van stelling 8 hieronder. Niet bevat in onze
resultaten is de volgende stelling die H.B. MANN en J.E. OLSON [15] in
1967 publiceerden:

Indien G = Cp X Cp en S is een primitieve G-rij waarvan alle elemen-—
ten onderling verschillend zijn, dan is de lengte van S ten hoogste

AG -1 =2p - 3.

Verdere verwante resultaten kan men aantreffen in H.B. MANN [14].
We zullen de klasse van alle groepen waarvoor het hoofdvermoeden

correct is aangeven meth; dus
G el 1G = AG.

Een aantal deelklassen ﬁ, f, ﬂ van «/4; zullen later worden ingevoerd, al
naar gelang ze nodig zijn.

De meeste bewijzen van dit hoofdstuk zijn afkomstig van D. KRUYSWIJK
en P. VAN EMDE BOAS, met bijdragen van J.H. VAN LINT en P.C. BAAYEN.
Slechts in enkele gevallen zullen we expliciet de (eerste) auteur(s)

van de betreffende resultaten vermelden.
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2. Elementaire resultaten

Stelling 2.1. uG < wG.

Bewijs. Zij n = wG en zij S = (gl, ey gn) een G-rij. Onder de n + 1
elementen O, 817 8 + 8o v gl + gz el + gn zijn er zeker twee

gelijk; hun verschil is O en behoort tot [S]. Dus S is niet primitief.

Het is triviaal dat AG = wG - 1 dan en slechts dan als G cyclisch is.

Minder voor de hand liggend is
Stelling 2.2. uG = wG - 1 ==> G cyclisch.

Bewijs. a) Stel G cyclisch, van de orde n, met voortbrengende a. Daar

8 =(a, a, ..., a) een primitieve G-rij is, is uG > wG - 1, dus

(n-1)x
(stelling 2.1) uG = wG - 1.
b) Stel UG = wG - 1, en zij S = (gl, ce gn_l) een primitieve G-rij
(waar n = wG). Als m, het aantal elementen van [(gl, ey gi)] is, dan
is steeds mog z_mi + 1, want als [(gl, ceny gi)] = {al, ey ami} dan
[Ceys -ovv gy,2] 2 {eg, g 2%y g0 oo ami+gi+l}' Dus m, _; 2 my+n-3.

Stel nu dat in S twee verschillende elementen kunnen voorkomen; zonder
beperking der algemeenheid zij dan g, # 8- Dan‘1s m, = 3 (gl, g, en g1+g2
zijn onderling verschillend), dus m _,>mn, dus 0 €GC [s], in strijd
met de primitiviteit van S. We concluderen dat S = (a, a, ..., a); dan

-1
is w(a) = w(G), dus G is cyclisch. (n-1)x

Gevolg. Cn Gonoor iedere n.

Stelling 2.3. uG + yH < p(G x H) < (uG + 1)(pH + 1).

Bewijs. a) Zij uG=n en pyH = m. Als S = (gl, ceey gn) een primitieve
G-rij is, en T = (hl’ ey hm) een primitieve H-rij, dan is
g g 0 0
1 n
( s ’ , ) eeey )
0 0 h h
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een primitieve G x H-rij ter lengte m + n. Dus u(G x H) > m + n.
b) Er is een exacte rij 0O > H % Gx H 5 G- 0. Zij ditmaal n = uG + 1
enm=pupH + 1 en zij S een G X H-rij ter lengte nm. Daar iedere deelrij

van 7S met lengte n in G een nulrij bevat is S een disjuncte vereniging

= = < i <

§; V... VS VRmet s, #@ennls | =|ms;| =0 @ <1 <m. Laat

ai € H zodat Lai = |Si|, voor 1 < i < m; de H-rij (al, ey am) bevat

een nulrij (a, , ..., a, ). Danis S, V ... VS < S een nulrij in
1 1y 1y e T

G x H; dus S is niet primitief.

Opmerking. We zien dat de bovenschatting uK < (uG + 1) (uH + 1) reeds
geldt als er maar een exacte rij 0 + H >~ K > G -~ O bestaat, dus niet
alleen als K het directe product is van G en H. In verband met stelling
2.1 is deze schatting overigens alleen zinvol indien pG < wG - 1 of
UH < wH - 1. Dat deze bovenschatting in zijn algemeenheid niet verbeterd

kan worden kan men verifi&ren aan K = C_, x C,.

2 3
Gevolg. uG > AG.
Bewijs. Als G = Cnl X ... X an met n, nq dan is volgens stelling 2.3
(en stelling 2.2)
k k
WG > J € = ) (n . -1) = )G

Opmerking. Om te bewijzen dat het hoofdvermoeden geldt voor G behoeft
men dus slechts aan te tonen dat UG < AG, dus dat een G-rij ter lengte

AG + 1 nooit primitief is.

Stelling 2.4. Een G-rij is dan en slechts dan maximaal als [s] = ¢\ {o}.
In dat geval is [S]*'= G.

Bewijs. a) S maximaal = S primitief = [S] € G \ {o}. a1s [s] # ¢ \ {o}
e .

en g €G \ [S] , dan is S een echte deelrij van de primitieve rij

T =SV (-g), in strijd met de maximaliteit van S.

b) Als [S] = G \ {0} dan is S kennelijk maximaal.



82

3. p-Groepen

Het hoofdvermoeden uG = AG werd eind 1967 door veréchillende onder-
zoekers, onafhankelijk van elkaar,; voor p-groepen bewezen.
Het hier weergegeven bewijs is van D.-KRﬁYSWIJK (persoonlijke communi-
catie); ook J.E. OLSON [16] deelt mee uG voor p-groepen bepaald te
hebben.

Voor p-groepen van de vorm

1) G =C X ... X C

met n, = n_ = =n,_ = 1 - suggereerde H. DAVENPORT naderhand een

1 2 e k
fraai kort bewijs dat berust op de volgende welbekende stelling van

C. CHEVALLEY ([6]; zie bv. ook [5] en [7]):

k
" Als £, ..., £ € GF(p )[xl, vy xn], als £,(0, 0, ..., 0) =0
m
(1 <i E_m) en als Z graad (fi) < n, dan heeft het stelsel vergelij-
i=1
kingen
fi(xl, Xgs vy xn) =0, 1<ic<m

een niet-triviale (i.e. van de nuloplossing verschillende) oplossing'.

Zij nu G = Cp x Cp X oo X Cp (m factoren) en zij S = (al, e an)

een G-rij, met

1i

2i

am.'i. J

Als nun > \G =m(p - 1) dan heeft volgens de steliing van CHEVALLEY
het stelsel vergelijkingen
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p—1 + p—1 p—1 _
211%1 219%2 7 * 21n%n 0
p-1 p-1l p1 _
an*1 ta0%y + * %n*n =0
een oplossing (e,, e e ) #(Q, 0 0). Zij e. = e Pl gaar
1’ 91 e n , ) eesy . i i ’

de multiplicatieve groep van een eindig lichaam cyclisch is zal

e, € {0,1} @ < i < n), terwijl ook

dus S is niet primitief, WG < AG en derhalve (cf. Gevolg van stelling 2.3)
UG = AG.

Het bewijs van de algemenere stelling 3.1 is onafhankelijk van dit
deelresultaat; we reproduceerden hier DAVENPORT's bewijs om zijn kort-
heid en elegance.

In het bewijs van stelling 3.1 willen we gebruik maken van de groeps-
algebra van G over zp; daartoe hebben we een multiplicatieve copie van
G nodig. Zij G gegeven door (1) en zij C n. een multiplicatieve cyclische

n P ’

groep van de orde p 1, met voortbrengende a; (1 <i<Kk). Als G =

=C n X ... X C o’ dan wordt een isomorphisme van G op G gedefinieerd
i k
p 1Y
door aan
&
g = . € G toe te voegen
Ex
g g g
g— 1' 2- . k
A® = a; a, .o a, -
We definieren verder een epimorphisme ¢ van de polynoomring Z$[x1, ceey xk]

op de groepsalgebra Zb(a) door

X = aB
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waar
g g g
g _ 1, 2, . k
X X x2 X,
Aangezien (1 - x8) (i, 1, ..., 1) =0 moeten er voor iedere g € G poly-
nomen Pg’i € Zp[xl, ey xk] bestaan zodanig dat

1-x8=p - @ - xi) + P

g,1 @1 - xz) +

g,2

.+ pg,k * (1 - xk).

n n n
Tenslotte merken we op dat (1 - P =1-5 en 1 - x)p_1 =
L]
=1+x+ ... +x* " in Zb[x], terwijl uit de laatste betrekking door
. n n
differentiatie nog volgt dat (1 - x)p_2 =1+ 2x + ... + (pgl)xp—z.
Daarom geldt voor willekeurige a € Zb(a)i

n_y

"1 v n, ° -1
; (@ - a)P = z a ; (1—a)p = Z v.a'
v=0 v=0

n n
(2) aa - a)p =1 - aP

Na deze voorbereidingen bewijzen we

Stelling 3.1. G p-groep = uG = AG,

Bewijs. Zij A = AG, waar G gegeven is door (1), en zij S = (g(l),
ceey g(x)) een G-rij. N )
Wij berekenen op twee manieren NI (1 - Ag ). Directe ontwikkeling
J=1

geeft

A (€))
(3) T @-4a% )= 7 ucs,ea8,

j=1 g€G
waar

u(s,g) = Neven - Noneven (berekend in 25)

met
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. A
A, _
: N(on)even ~ aantal {(El’ e g € fo,1}" 121 €i8 = 8
A
& z €5 (on)even}.
i=1
Anderzijds is
A €)) Ak Kk “i+
T a-x¥ H>=1 ] P ~(1-xi)=2Qi-(1-xi)p
j=1 j=1 i=1 g9’ ,i i=1
k n,
+c¢ I (1 -x)p i-1
. i
i=1
(voor zekere Qi € Zb[xl, ey xk] en ¢ € Zb), waaruit door toepassing
van ¢ volgt:
7y
A (&) k k p -1 N
(@ 1 @a-a8")>=1] ¢@)0+c N ] a=c | af
j=1 i=1 i=1 v=0 g€G

Daar {A g€ G} een basis is voor de vectorruimte Zb(a) over Z$ volgt

uit (3) en (4) dat
u(s,g) =c voor alle g € G.

Neem nu aan dat S primitief is. Dan is H(S,0) =1, dus u(sS,g) =1 voor

i € {0,1} met €.g8. = 8&;
k : i=

als g # 0 moet ) €y # 0, zodat g € [S]. Dus G \ {o} = [s], oftewel
i=1

S is maximaal (stelling 2.4). Hiermee is het bewijs voltooid.

iedere g € G, en voor zo'n g zijn er dus €

Dezelfde techniek is door P. VAN EMDE BOAS toegepast om een resul-
taat af te leiden dat belangrijk blijkt bij groepen van het type

Can x Czn2 8 CZns'

Voor een primitieve rij S ter lengte UG geldt altijd: [S]*-= G
(stelling 2.4). Men kan zich afvragen hoe [S]* er uit ziet voor een
primitieve rij S ter lengte MG - 1. Mijn vermoeden is dat voor zo'n

S altijd het volgende geldt: er is een ondergroep N van G en een
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>
a € G\ N zodat G\ [S] < a + N.

Laten we een deelverzameling K van G een echte nevenklasse noemen

indien K = a + N voor een ondergroep N van G en een a £ N. Dan definieren

we:

Definitie.tf zij de klasse van alle eindige abelse groepen G met de
volgende eigenschap: voor iedere primitieve G-rij S ter lengte AG - 1

is er een echte nevenklasse K in G zodanig dat

G\ [s]*c K.

Opmerking. Het is eenvoudig in te zien dat fc#

Stelling 3.2. G p-groep = G et.

Bewijs. We gebruiken dezelfde notatie als in het bewijs van stelling 3.1

maar nu met S van lengte A - 1. Nog steeds geldt (3), maar ditmaal is

A-1 €)) A1 k
n a-x2 )=1 Y P, +@-x)=
j=1 j=1 i=1 g®¥ ; i
K n, k pni_l
=ZQ'(1—xi)p +c0H(1-xi) T+
i=1 i=1
n,
k k - toa-s,
+ Ve m @a-x)P v 1
. i i
i=1 1=1
met Q, € Zb[xl, v xk], ey € Zb, en 611 =0als i #£1, Gii =1, Via het
homomorphisme ¢ en de identiteiten (2) volgt dat
A-1 (&)
I (1-4a% )=
J=1
n, n n
k p -1 K p -1 k p -1
O+tcyg T I aj+ ) {e, J vayteom ] a} -
i=1l vu=1 i=1 v= 1=1 o0=0

1£4i
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_ g
= g (c0 + cl(gl + 1) + ...+ ck(gk + 1))A".
g €G
Dus
k k k
us,e) =co + ] (e + 1= ] e - [oe
i= i=1 i=0
k R
Stel nu S primitief. Dan u(S,0) =1, dus ) c, = 1. Als nu g € G \ [s],
dan is u(S,g) = 0 en dus 1=0
k
i-—z-l °8 =7

welke vergelijking een echte nevenklasse K in G definieert, tenzij
e, =c¢,=...=¢ = 0. Maar dan is S maximaal; neem dan K = {g} met
(willekeurig gekozen) g # O (dit is een echte nevenklasse van de onder-

groep {0]).

4., Een inductie-methode

Lemma 4.1. Als G x H €A en A(G x H) < AG + yH, dan G eﬂ. Is bovendien
H cyclisch, dan bevat iedere G-rij (gl, ceey gL) met
L 3_AG + AH + 1 een nulrij waarvan de lengte deelbaar is

door wH = AH + 1.

Bewijs. a) Uit uG + uH < u(G x H) = A(G X H) < \G + uH volgt uG < AG, dus
(Stelling 2.3, Gevolg) UG = AG.
b) Stel H is cyclisch, met voortbrengende a; dan is pH = \H. Zij

L>XG+ M +1 < u(G x H) +1, en zij S = (gl, ey gL) een G-rij.
De rij
& ) &L
( , ) . , )
a a a

bevat een nulrij, zeg ter lengte N. Dan is Na = 0, dus N is een veelvoud

van pH.
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Definitie. Zij 1) de klasse van alle G E‘#die bovendien de volgende

eigenschap bezitten: als G = Cn X .. 0% Cn met ni[ni 1 <ic< k1),

1 K +1
dan bevat iedere G-rij S ter lengte AG + nk een nulrij met lengte < nk.
Opmerking 4.1. Als G=C_ x ,.,. x C € ﬂ (n,]n, ) dan bevat iedere
nl n, i' i+l

G-rij S met lengte > AG + m nk tenminste m onderling disjuncte nul-
subrijen met lengte < nk.
Opmerking 4.2. Cn €3, voor iedere n.

Lemma 4.2. Stel A(G x H) = AG + \H, AG < AH, en zij H cyclisch.

Dan G x HX HeEAR=Gx H €P.
Bewijs. Als G = Cn]_ X L..0x Cn (ni'ni+1) en H = Cn, dan n |n. Uit
lemma 4.1 volgt GX Hx H €A = Gx H €M 7ij nu S een G X H-rij ter
lengte L = A (G X H) +
een 6 £ T < S met |T|

A(GX H) + AH + 1. Volgens lemma 4.1 is er

=
]

0 en lengte (T) deelbaar door n. We moeten be-

wijzen dat S een nulrij bevat met lengte < n, en hebben die gevonden

in T tenzij lengte (T) = 2n. Maar dan is T = T,V T, met T, A T, = g,
T, #6, T, # 6 en |T1|

|’r2l = 0, omdat 2n > A\(G X H) + 1.
Tenminste &én der T, heeft een lengte < n.

Gevolg. Iedere p-groep G van de vorm G = Hl X Hz met Hz cyclisch en
)\Hz > AHI behoort tot m

Stelling 4.1. AlsN=C_ x ... xC_ €PBenM=c x ...xc €B
—_—l n n m m
1 k 1 k
(ni|ni+1, milmi+1), en als n, = n,  voor iedere i waar-
voormi>1,danook(}=Cnm ><...><Cnm Eﬂ.
11 k k
Bewijs. Er is een exacte rij 0> M % ¢ 3 N - o, Zij s = (gl, ey gL)
een G-rij ter lengte L = AG + nm , Beschouw de N-rij 7mS = (ngl, ceey ‘ﬂ’gL).
Daar
L = n, o+ ...+ no_1 " k + 2nkmk + (ml - l)nl + ...+ (mk_l—l)nk_l >
2+ n_, K+ n(m, + ...+ me_y *2m - k+1)
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en N € .73, moet S een disjuncte vereniging S1 \ 82 V ...V Sr bevatten

met O # lengte (Si) <n_en |nSil =0, waar r =m, + ... +m + 2m,_ - k.

k 1 k-1 k
Voor 1 < i < r zij hi € M zodat Lhi = |Si]. Daar M 613, bevat de M-rij

(h ., h) een nulrij - zeg (h, , ..., h, ) - met lengte < m . Dan is
r 11 lm — 'k

Si V...V Si een nul-deelrij van S met lengte < n, - m,.

We moetenmook nog verifieren dat G Eu4. Zij dus S een G-rij ter

1 ’

lengte A\G + 1. Dan is S een N-rij met lengte

+ ... - . - -

n, tn 4 F (my Dn, + + (m 4 1)nk_1 +am - k+ 1>
>mn, + ...+nk_1+nk(m1+ ...+mk—k+1)-k+1

en dus bevat 7S zeker m; + ... +m - k = AM disjuncte nulrijen

nSl, ey HSAM met lengte < nk, en de resterende elementen van TS (ten-

minste nl + ...+ nk -1 +1=AN+ 1 in aantal) bevatten ndg een nulrij

HSXM+1. Als hi € M zodat Lhi = lSi‘, dan bevat (hl, . th+1) een nul-

rij (b, , ..., h, ). De deelrij S, V ... VS, van S is dan een nulrij

11 1s 1 1s

en S blijkt niet primitief te zijn.

Gevolg 4.1.1. Als N=C_ X ... XC_ € B, |n, ) dan
n1 nk i i+l

cC *x...xcC xc 3.
a1 fe-1 k

Bewijs. Pas stelling 4.1 toe met M = Cl X ... X—Cl x Cm.

Gevolg 4.1.2. Als A(G X C_) = A6+ n-1lenn>AG en GXC XC €A,
danchmne{B.

Bewijs. Dit is een consequentie van Gevolg 4.1.1 en lemma 4.2.

Een bijzonder geval hiervan is

Gevolg 4.1.3. Als G een p-groep is, en pn > AG, dan G X C n € QBCZJ%
mp
Dit is een serie III uit §1. Hieronder valt o.a. C2 X 02 X C2 x C12 maar

X X X X
net niet C2 C2 CG of 03 03 CG'
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Gevolg 4.1.4. Als C. x C_ € Bn,/n.) en p is priem dan
—_—_—— nl n2 1’72
c xC | € 3.
P TP
Bewijs. Volgens Gevolg 4.1.3 is C . x C €9P; pas nu stelling 4.1 toe.
p p
Stelling 4.2. dim G< 2> G € HDCA

Bewijs. Dit volgt door inductie naar het aantal verschillende priemfacto-

ren van nl, met als basis voor de inductie

C, xC ED
1 n2/n1

terwijl de inductiestap berust op Gevolg 4.1.4.

Gevolg. Als N = Cnl X o L..0x an € 1}(ni|ni+1) en als n, _, =n, , dan
C, X ...xC, xC xc € P voor alle a, b zodat a|b.
n k-2 k-1 k

Bewijs. Pas stelling 4.1 toe met M = C1 X ... X C1 X Ca X Cb'

Opmerking. Wij hebben een inductie-procédé toegepast op groepen uit B.
Men zou kunnen trachten zulks regelrecht te doen voor groepen uit &
Voor een exacte rij 0 - M LS Gll N > O zou men dan uit M € S en N €A
willen concluderen dat G € &. Dit stuit echter op grote moeili jkheden;

vgl. de opmerking na stelling 2.3.

Er is ook nog geen inductie-methode gevonden voor willekeurige
groepen van dimensie 3. Men beschouwe bij wijze van voorbeeld de exacte
rij

T
0~ C3 = C1 X C1 X C3 -> 02 X C2 X CS -> C2 X 02 x C2 > 0.

Om te bewijzen dat u(C2 X 02 X CG) = )\(C2 b3 02

van deze paragraaf moet men, uitgaande van een 02 X 02 X Ca—rij S ter

X C6) = 7 met de methoden

lengte 8, in 7S drie disjuncte nulrijen opsporen, liefst door afsplitsing

van "korte" nulrijen. Dit lukt echter in het algemeen niet; zo heeft
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1 0 0 1 1 0 1 1
(jo}, 11, o1, 11, o1, 11, 1], 1)
0 0 1 0 1 1 1 1
in C2 X 02 x C2 niet drie disjuncte nul-deelrijen. Desondanks is het
hoofdvermoeden correct voor C, x C, x Cg (J.H. VAN LINT [12], [13]).
5. Groepen van de gedaante C2n1 X C2n2 X C2n3

Het hoofdvermoeden is nu bewezen voor de groepen der typen I, II,
III in §1. De groepen van de resterende typen IV en V zijn alle van de

gedaante C x C2n X CZn . Voor deze groepen maken we gebruik van de

1 2 3
volgende stelling.

2n

Stelling 5.1. Als cnl x cnz x cns € f(ni|ni+1) dan 02n1 x c2nz x c2r13

Bewijs. Zij G = C x C x C , H=2C x C x C_ ; in plaats van
2n1 2n2 2n3 1 n2 n3

C2 x 02 x C2 schrijven we ook (Cz) . Zij » = G en L = AH. Zij

€4

S = (gl, ey gx+1) een G-rij; we moeten aantonen dat S niet primitief is.

T
Er is een exacte rij O > H $ ¢ > (02)3 - 0. Daar w(Cz)3 =8
komen in ©S tenminste n, + n, + ng - 5 = L - 2 disjuncte paren onderlin
gelijke elementen voor; dit zijn evenzovele disjuncte nulrijen in (Cz)3

Dus S is een disjuncte vereniging S1 vV ... V SL_2 V R met |ﬂSi| =0

(Si # @) en lengte (R) > 8. Als lengte (R) > 8 of als O een element is
van TR of als TR nog eens twee disjuncte paren van onderling gelijke
-1’ WSL en
41 1s dan hi € H zodat Lhi = lSil, dan bevat (hl’ ceey hL&l) een
nulrij (h, , ..., h, ) inH, en S, V ... VS, <8 is een nulrij in G.
i i i i -
1 k 1 k
Stel daarom dat TR bestaat uit één paar onderling gelijke elementen
)3
2
schillende elementen # 0. Laat h;, € Hmet (h; = lsil (1 <i <L-1).

elementen bevat, dan bevat TR nog drie disjuncte nulrijen 7S

ms

(die dan nog een nulrij nsL-l in (C vormen) en nog 6 onderling ver-

Zonder beperking van de algemeenheid mogen we aannemen dat g8y gz,
de resterende 6 elementen van S zijn, en als we in (Cz) een

<y Bg

geschikte basis kiezen kunnen we schrijven

g

.
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0 1 . 1 0
-ngl = 0 ; ‘n’gz = 1 ; ngs = 0 ; TTg4 = 1 H Wgs = 0 ’ ﬂga =1
0 (0] 0 1 1

-1 . .
Daar Tgy + ey + g, = 0 moet g gy + g4 €m “(0) = LH, zeg
g, t 8 t g = tl’ ty € H. Op analoge gronden zijn er ti €EH @ <i<T7

met

o =8 8y "B ¥ g i (t5 =8 * 83+ g ;

(t

3-8 *8& * g Pty =8y t ezt g, tey

g =8 T B3 Bt 85 Uty =gt gt g

Als er een i is zodat de H-rij (hl’ .y hL—l’ ti) een nulrij bevat, dan
bevat ook S een nulrij. Is daarentegen (hl, ey hL—l’ ti) primitief
voor i =1, 2, ..., 7, dan bevat H een echte nevenklasse K met ti €K

(1 <i <7), daar H € f Zij N de normaaldeler van H waarvan K een

nevenklasse is; dan is K = N + tl. Aangezien
t1+t3+1:5+t,7=t2--1-1:4+t6
zoals men onmiddellijk kan verifieren, moet 4t1 = 3t1 (mod N), dus
tl € N, dus K = N: tegenspraak.
Gevolg. Als p priem, dan C n x C n x C n €A
1 2 3
2p 2p 2p

Bewijs. Dit volgt uit stelling 5.1 en stelling 3.2.

Hiermee is het type IV afgehandeld. Ook voor groepen van het type V zal
uit stelling 5.1 volgen dat het hoofdvermoeden correct is, zodra wij

€ f voor n, m, en m_ omschreven in V.

hebben aangetoond dat Cnm 1 2

x C
1 My

6. Inductie ing

Alle resultaten in deze paragraaf zijn afkomstig van P. VAN EMDE
BOAS .
Bij onze poging tot inductie voor het hoofdvermoeden bleken wij ons

te moeten beperken tot een deelklasse @vand’. Evenzo zullen we binnen
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€ een deelklasse @ beschouwen.

Definitie. @is de klasse van alle groepen van de vorm G = Cp X Cp met
de volgende eigenschap: iedere G-rij S ter lengte 3(p - 1) die niet be-
staat uit 3 elementen, elk met multipliciteit p - 1 voorkomend, bevat

een nulrij met lengte < p.

Wij zullen een nulrij in Cn X Cn met lengte < n een korte nulrij

noemen.

Als G = C2 x C, en S is een G-rij ter lengte 3(2 - 1) = 3 zonder
korte nulrijen, dan moet G uit 3 verschillende elementen ongelijk O

bestaan, die dan elk multipliciteit 1 = 2 - 1 in S hebben. Dus

C2 X 02 €9.

Evenzo kan men betrekkelijk eenvoudig verifieren dat

C3 x C3 €D,

terwijl met behulp van een electronische computer (de EL X8 van het

Mathematisch Centrum) is vastgesteld dat

C5><Cs; C7xc7€®.

Wij zullen bewijzen:

Stelling 6.1. Als C_ x C €EDenc xc €€ |n)), dan
p p ny n, 1172

c xc_ ct.
pRy Py

Daar Cm =C, x Cm € € voor iedere m en Cpr x Cps € € als p priem

1
(stelling 3.2) kunnen we dan concluderen:

m m m m
Gevolg 6.1.1. Alsn=2"325°7", dan

a) ¢ x ¢_ €€ voor iedere m;
n nm

b) C r X C s € € voor p prienm.
np np

Combineren we dit resultaat met stelling 5.1 dan vinden we
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w
(9]
N

dan

Gevolg 6.1.2. Als n

X X ; .
a) 02 C2n C2nm € & voor iedere m;

b) C, x C X C € A4 voor p prien.
2 r s
2np 2np

Hiermee is dan ten laatste type V uit §1 afgehandeld.

Opmerking. Zij S een rij bestaande uit 3 elementen van Cp X Cp’ ieder
(p-1) keer optredend, die geen korte nulrij bevat. Na geschikte basis

keuze heeft S de vorm

1 1 0 0 a a
’ ’ ’ ’ b ’ b ’
0 0 1 1 b b
p-1 p-1 p-1
omdat
1 1 0 0 a
’ ’ ’ b ’ ’
0 0 1 1 b
p-a p-b

een nulrij is van lengte 2p + 1 - (a+b) moet gelden:
a+ b< p.

Men kan zich afvragen welke elementen (z) als derde element kunnen op-
treden. Het is gemakkelijk in te zien dat ieder paar a, bmet a =1

of b = 1 voldoet; evenzo ieder paar met a + b = p (deze situatie is
tot de vorige te herleiden door middel van basistransformatie).

P. VAN EMDE BOAS heeft het vermoeden uitgesproken dat deze oplossingen
(die in het p x p-rooster een rechthoekige gelijkbenige driehoek vor-
men) precies de enige oplossingen zijn. Dit vermoeden laat zich als

volgt algemeen formuleren.

Vermoeden: Zij k een natuurlijk getal. Stel a, b zijn natuurlijke ge-
tallen, 1 < a , b £ k, met de volgende eigenschap:
z6 bepaald zijn dat

*k<n-*bx<

Als 1 <n<k-lenalst_ent
- a b

t *k<n-°®a<((t +1) *kent
a - 'a

=t

b

+ 1) * k, dan geldt n(a + b - 1) < k(ta + t_ + 1).

b b
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Dan is a =1 of b=1of a + b = k.

Dit vermoeden is met behulp van een computer (de EL X8 van het Mathematisch

Centrum) bevestigd voor alle natuurlijke getallen k met 5 < k < 100.

Een tweede vermoeden, uit het bovenstaande te verkrijgen door in plaats

van "n(a + b - 1) < k(t, + t_+ 1)" te lezen "n(a + b - 1) < k(t + t + D"

b
en door in plaats van "of a + b = k

b

te lezen "of a + b = k, k + 1",
blijkt voor priemgetallen k met het bovenstaande equivalent, maar kan
voor sommige deelbare waarden van k gelogenstraft worden; men neme bij-
voorbeeld k = 4m, a = 2, b=2m -1 of k=9, a =2, b=25 of k = 14,

a=3enb=>5.

Voor het bewijs van stelling 6.1 hebben we een hulpstelling nodig.
Zij p priem, en zij Q een willekeurige eindige abelse groep. We be-
schouwen Cp X Cp x Q en gebruiken de natuurlijke projecties nli
C xC xQ+C xC enqn_:C xC xQ->Q. Dus als a, b € C_en x €4Q,
prpprp S Q

dan

X X

Lemma 6.1, Zij S een rij ter lengte 3(p - 1) in Cp X Cp x Q met de vol-
gende drie eigenschappen:
(i) nls bestaat uit 3 elementen die elk met multipliciteit
. p- 1 voorkomen;
(ii) ™y
(iii) er is een t # 6 in Q zodanig dat |n2T| =tals @ #T<S

S bevat geen korte nulrijen;

en ]anl = 0.
Dan is er in C_ x C_ een echte nevenklasse K zodanig dat er
voor iedere (:) #0 in (C_ x € ) \ K deelrijen Tl’ T, van S

2
= (P en |mT | £ v

bestaan met ]anll = ]n 2T2[,

1Tl

Bewijs. We merkten al op dat we zonder beperking van de algemeenheid

mogen aannemen dat
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1 1 0 0 a a
s=(C|o}, ..., (0] , 1 ) ey 1 , b Y ey b )
x xp-l Yo yp—l % zp—l
met a + b < p. Dit laatste impliceert dat we mogen stellen:
1
(1) a <3P
1 1 0 0
AlsT=(lo |, ..., ]oO , 1], ..., |1 , |b |), dan
1 *p-a Y1 Yp-b %
|n1T| = 0; dus
= e + ... =
(2) |112’1’| Xy + + xp-a + Y1 + yp-b + z, t

waaruit volgt dat z21 =2, = ... = ; noem de gemeenschappelijke waarde z.

2 Zp—l
Zij1 <n<p-1zodat na =p -1 (mod p) en 0 < m <p - 1 zodat

m = nb (mod p); dan moet ook

1]
ot

X +nz+y1+...+y

i p—m

zodat x1 = ... = xp_l,

We bepalen nu n zo dat 0 < n <p-1lenn = 2b (mod p); dan

=X; evenzo y, = ... = yp_l, y.

(p - 2a)x + (p - n)y + 2z = t.
Tezamen met (2) geeft dit
(3) z = ax + by - §py; t = p(x + y) - Spy,

1
met § = 0 als b < 3 peng§ =1als b > % p. In het laatste geval volgt:

px = t # 0; in het eerste geval is px # 0 of py £ O daar px + py = t £ O.

Zonder beperking van de algemeenheid mogen we dus aannemen dat
4) px £ 0.

We onderscheiden een drietal gevallen.

Geval 1. a =b =1,
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Zij
u
k={M™M e€c xc :u=p-1l.
{¢ SN p

0] als v = p

Als 0 £ (M) €K, enalsn, =u+1l,n,=p-1lenn, =
v 1 3 2
v+l als v < p

dan zijn
1 0 0
T1=( o1, ) o1, 1], ’ )
X x y y
ux S vX ~
en
1 1 0 0 a a
'r2=( o}, ..., jo |, {1}, .-sJ1 |, |P , -ees |BD
X x y y z z
n, x n,x n X
u
= ™ =
deelrijen van S met |ﬂ1T1 | 1T2| (v) en
t #£0 als n, =
Inle - |ﬂ2T2 = (u+l)x + ny + (p-1)z - (ux+vy) =

px # 0 als n_ =

Geval 2. a =1, b # 1.
We mogen zonder beperking van de algemeenheid aannemen dat b f_% P,
want anders nemen we als basis in Cp X Cp de elementen e = (i) en
e, = (g)i het derde element (3) krijgt dan nieuwe codrdinaten 1 en
p-b<350P.

Bepaal m € N zo dat mb < p < (m+1l)b; daar b #1 ism <p - 2. Dan

moet
(p -m)x + (p - mb)y + mz =t
en

(p - (m+1))x + (2p - (m+l)b)y + (m+l)z = t

v+l
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en daarom
-x+(p-by+2z=0

en omdat z = x + by volgt: py = 0. Nemen we K als in geval 1, dan is indien

0 # (:) £ K:

0 u
u- [0 ]|]+ve |1 |= v € [s]
X y ux+vy
als ook
f -
0
(u+l) | O +n, [1f+ @1 |b € [s],
x z
) y
waar n, = v + b (mod p), O f_nz < p-1; en daar py = O is

(u+l)x + ny + (p-1)z = ux + vy + px # ux + vy.

Geval 3. a # en b # 1.
Zij 1 <m <p-2 en stel er is een k zodat ma < kp < (m+l)a. We bepalen

s zo dat (s-1)p <mb < sp. Dan moet
(kp - ma)x + (sp - mb)y + mz = t
en

((k+1)p - (m+l)a)x + ((s+e)p - (m+1l)b)y + (m+l)z = t

waar € = 0 als (m+l1)b < sp en € = 1 als (m+1)b > sp. Dus ook

(p-a)x + (ep-b)y + z = O.

Is b i.% p en dus z = ax + by, dan vinden we dat p(x + €y) = 0, en daar
px # 0 moet ¢ = 1; maar dan volgt: t = p(x + y) = 0; tegenspraak!

1
Daarom moet b > 3 P en dus z = ax + by - py; dan blijkt

p(x + (e-1)y) = O,

en daar px # 0 moet € = 0 (en er volgt bovendien dat py = px = t # 0).
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Als er een p-voud ligt tussen ma en (m+1)a, dan dus blijkbaar
niet tussen mb en (m+l)b. Evenzo bewijst men: als tussen ma en (m+l)a
géén p-voud ligt, dan weél tussen mb en (m+l)b. Aangezien er (a-1)
p-vouden liggen tussen a en (p-1)a, en (b-1) p-vouden tussen b en
(p-1)b, terwijl aan elke m € {1, ..., p-2} precies één p-voud is toe
te voegen die hetzij tussen ma en (m+l)a, hetzij tussen mb en (m+1)b
ligt, moet a -1+ b -1 =p -2 en dus a + b = p.

Maar dan kunnen we de situatie herleiden tot geval 2 door in Cp X Cp

0
als nieuwe basis te nemen ey = (z) en e, = (1), omdat dan het derde

1
element (0), de nieuwe codrdinaten ¢ en 1 krijgt, waar ca = 1 (mod p).

Bewijs van stelling 6.1. Stel C_ x C E( enC x C_ € C (n |n ). Er
p P n nz 1172

1
is een exacte rij

0>C_ xC_ L G=c _ xcC_ T ¢ xC - 0.
n, 2 pn; ~ pn, P P

Zij » = A (C x C ) =n, +n_ - 2. Zij S een primitieve G-rij ter
nl n, 1 2
lengte pny + pn, -~ 3. Daar Cp x Cp € ﬁ}(stelling 4.2) is S een disjuncte
vereniging §; V ... V S)\_1 V R met InSi[ = 0 en 0O # lengte (Si) < p;
laat a, €C_ x C_ zodat a = [S /| (1< i< 2a-1).
i n1 n2 i i - -

Geval 1. R is een disjuncte vereniging SX V T met O # lengte (SA) <p

en I“Sx| = 0. Laat a, € c, X C, met a, = lSXI. Daar S primitief is,

1 2
oy ax) primitief, dus maximaal. Evenzo is

A
is de Cn x Cn -rij (a
1 2
T primitief in Cp x Cp, met lengte > 2p - 3 = >\(Cp x Cp) - 1. Daar

1’

Cp x Cp €€ (stelling 3.2) moet Cp x Cp een echte nevenklasse K bevat-

ten zodat
c xc)\kc[m]™
X .
P P

Dan

[s1">0[s, V...V SA]*+ (1] > 6\ k.
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Geval 2. TR bevat geen korte nulrij.
Daar Cp x C E%D, volgens gegeven, is R een disjuncte vereniging

R,V Rz \ R3 met

1
nRi = (bi’ bi’ ceey bi) (i=1, 2, 3).
h-v____.
(p-1)x
Daar S primitief is, is ook de Cnl x an-rij A=(a;, ..., ak-l) pri-
mitief. Omdat C_ x C E'C is er een ondergroep H van C x C en
T i S

een a £ H zodanig dat

(cnl x c“z) \ (a + B) c [a]".

Zij Q = G/ LH, en zij ¢ het natuurlijke epimorphisme G + Q. Zij
t=¢ o (-a) # 0. Tenslotte definieren we een homomorphisme

g: G-+ C_ x C_ x Q door
p p

g
o(g) = (,) (g€C_ XC *Q).
& 4’ BCG TG T Q
Volgens lemma 6.1 zijn er nu twee mogelijkheden.

Geval 2a. [OR] bevat een element (g) met s £ t.
0
Zij U < R met IUUl = (s); dan n|U| = 0, dus ‘UI = ¢h voor een
h e€cC x Cn , en ¢IU| =s #t, dus h £ a + H. Maar dan kan S niet

n
1 2 %
primitief zijn, want of h = 0, of -h € (Cn xC )\ (a + H) < [A]
1 2
en dus
[s] = [s1 V...V Sx_lj +[UJ2th+ (-h) = 0 =0.

Geval 2b. Cp x C_ bevat een echte nevenklasse k zodanig dat

0 #c € (Cp xC)\K= HTl < R, T2 Z R met |WTll = |“T2| = c en
lor |« lor |
1 2 1
Voor zo'n c is dan |Tl| - T, | €770 = (C. xC_), zeg
2 n, n,

[Tl - IT,| = tz. Daar ¢(|T | - |T,1>) # 0 moet z £ H; dus z + (a+H) # a+H.
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Bijgevolg zal

[A] U (z + [a]D U {o} s>c xc
1 2

en dus ook
[s]> (|l + [aD u dr | + [aD v {IT,l} >

S|t | + «(c. xCc_ ) =1 "c.
2 n1 n2

Daar 3(p - 1) > )\(Cp X Cp) bevat R een deelrij U met lﬂUl = 0 en dus moet
|U| =ta, voor een a, € C_ X C_ . Daar S primitief is en C_ X C € Jq
A A n n n n,

moet 1 2 1
E

C X C = [(a y e ey a)\)]

n1 n2 1
en dus

% -1
[s] o e, xc ) =7 0.
1 2

We hebben bewezen dat

[s7s6\ !k

7. Slotopmerkingen

Hoewel de opgave uG te bepalen voor eindige abelse groepen G voor-
lopig nog moeilijk genoeg 1lijkt willen we‘toch nog even wijzen op een
generalisatie van dit probleem.

Zij H een halfgroep, dus een verzameling met daarin een associatie-
ve binaire operatie °. Een idempotent van H is een element e € H met

e e = e. (ledere eindige H bezit temminste é&n idempotent.)

Een H-rij S = (hl’ ceey hn) heet idempotent indien
|S|=h1°h2° oo o h

een idempotent van H is. De rij S heet primitief als hij geen niet-lege
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idempotente deelrijen bevat.

Als nu A C H, dan definieren we u(A) als het supremum van de leng-
ten van primitieve A-rijen. Voor het geval dat H een eindige commutatie-
ve groep is komt uH dan overeen met de in §1 gedefinieerde constante.

Ook in een eindige abelse groep H is de nieuwe definitie een gene-
ralisatie. Zo is bijvoorbeeld u{h} de orde van h, voor h € H. In het
algemeen geeft pA(A C H) informatie over de mate van afhankelijkheid
van A (triviaal voorbeeld: als h1 0, h2 # 0 en hl’ h2 niet van de
orde 2, dan u{hl,hz} = 2 <==> h1 en h2 zijn elkaars inversen).

Onder de halfgroepen die geen groep zijn komen natuurlijk in de
eerste plaats de eindige commutatieve halfgroepen voor nadere bestude-
ring in aanmerking. Met name de berekening van pH in geval H een multi-
plicatieve halfgroep Zh is (de restklassen modulo n onder vermenigvul-

diging) 1lijkt ons niet zonder belang.

Een geheel ander probleem krijgt men als men de volgorde binnen
de rij S, die in onze beschouwingen geen rol speelde, wel essentieel
maakt door alleen zodanige deelrijen van S in de beschouwingen toe te
laten die bestaan uit een aantal opeenvolgende elementen uit S. In
willekeurige eindige halfgroepen wordt het behandeld in [3] en voor
de multiplicatieve halfgroep der restklassen modulo n in [4]; men zie
ook [8].

Indien we de bij dit probleem optredende constante voor een half-
groep H aangeven met ;H dan bestaat voor een halfgroep H bestaande
uit n elementen waaronder 6 idempotenten de volgende algemene en niet
te verbeteren bovengrens (cf. [3]):

Laten q en ¢ gedefinieerd zijn door

n=(2q-1)0+ 0, 0<L0<26-1
Dan geldt

- 206-0 (o]
WH < q * (q+1) - 1.

In het bijzonder geldt dus voor 6 > n/3:

_ n-GA
WH < 2 - 1.
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Voor de multiplicatieve halfgroep Z(n) van de restklassen modulo n

geldt:

w(ZMn)) = o « $(n) -1

i

=T

i=1
%1 %t
waarbij n = Py .- P, de canonieke ontbinding van n is en ¢ de

indicator van Euler voorstelt (zie [4]).

Voor de transformatie halfgroep Tk van alle afbeeldingen van een ein-

dige verzameling bestaande uit k elementen in zichzelf geldt

uT, = k! - 1 (zie [8]).
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